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Perusteita 1

0. PERUSTEITA

Tassd luvussa kerrataan joitain matematiikan tuloksia, jotka integraalimuunnoksia késiteltédessé
on syytd tuntea. Seuraavassa on esitetty, missi aihepiireissd kunkin kappaleen tietoja tarvitaan.

0.1 Funktion ominaisuuksia; kaikkialla

0.2 Integraalilaskentaa: Laplace-muunnos, Fourier-muunnos
0.3 Kompleksiluvut: kaikkialla

0.4 Algebraa: Laplace-muunnos

0.5 Cramerin sdént6: Laplace-muunnos

0.6 Sarjateoriaa: z-muunnos, Fourier-sarjat

0.7 Jaksollinen funktio: Fourier-sarjat '

0.1 Funktion ominaisuuksia

Tarkastellaan aluksi reaaliakselilla tai sen osavélilld méadriteltyd funktiota f (x) . Funktio f (x) on
jatkuva, jos muuttujan x pieni muutos aiheuttaa pienen muutoksen funktion arvoon. Télldin kai-
kissa funktion méérittelyalueen pisteissé x,

lim £(x)= f(x,)-

Jatkuvan funktion kuvaaja on jokaisella médrittelyalueensa vililld yhtendinen katkeamaton kéyri.
Tekniikassa esiintyy kuitenkin paljon sellaisia funktioita, joiden kuvaajissa on hyppayksid. Yk-
sinkertaisin téllaisten funktioiden luokka on paloittain jatkuvat funktiot. T#llaisella funktiolla
on jokaisella suljetulla valilld korkeintaan érellinen médrd epdjatkuvuuskohtia ja n#issd epéjat-
kuvuuskohdissa funktioilla on ddrelliset vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-arvot.

ESIMERKKEJA _ 129
1. Funktio 103
~2, kunt<-1 ::
f)=4t*+t,kun-1<¢<3 4]
sing, konex3 23 e
s 42 2 ——F 8 10
on paloittain jatkuva. —_— 2 X
2. Kuvan pulssijono on paloittain jatku- —_— — — — —
va funktio. ¥
r——— p———j—
A -4 3 -1 1T 2t3 4 &

Jos funktion médrittelyjoukko on kokonaisluvut tai sen osavili, sanotaan funktiota lukujonoksi.
Funktion £ madrittelema lukujonoa merkitasin f(n) tai f,.

ESIMERKKEJA
3. Lukujonon 1, l, l, L, ..« médrittelee funktio
4°9° 16
1
fn)=—=,

n
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kunn=123,....

Funktio tai lukujono f (x) on rajoitettu, jos on olemassa positiivinen luku M siten, ettéd
| f (x)f <M

kaikilla muuttujan arvoilla x.

f()

Funktio f ( ) on korkeintaan kertalukua ¢**, jos funktio on rajoitettu.

0.2 Integraaliaskentaa
Palautetaan ensiksi mieleen vakiofunktion integraali:

J.kdx k(b - a).

Jos k on positiivinen, on integraalin arvo kuvan suorakulmion pinta-ala.

Tarkastellaan seuraavaksi epiioleellista integraalia, jossa yldraja on déreton: I f (x)dx.

Oletetaan, ettd funktio f on integroituva jokaisella vélilld [a,M ], missd luku M >a voi olla
kuinka suuri luku tahansa. Jos.on olemassa &irellinen raja-arvo

M
lim [ f(x)dx,

niin sanotaan, ettd integraali

o0

[#Ge)ets

a

suppenee ja

j dx— hm J.f

a

ESIMERKKEJA
1. Tutkitaan integraalin J.dex suppenemista.
1 x

Koska

+1

T

1
M

M
J‘—lz—dxz 1
P x

on

M1 1
lim —de: Iim(———+1j:1,
M—)oolx M-ow M

joten integraali suppenee ja
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Tarkastellaan lopuksi osittaisintegrointia.

Jos funktiot fja g ovat derivoituvia niin tulon derivoimissédannén mukaan

Dl (w)s(x)]= /' (x)g(x)+ £ (x)g' ().

Siten integraalifunktion mééritelmén perusteella
J(r (g lx) + f(x)e (x)dx = f (x)glx) + C .
Ottamalla integraali erikseen yhteenlaskettavista, voidaan kirjoittaa

Jf dx+.|.f x)dx ( )g(x)+C,

josta saadaan! 0s1tta1smtegr01nn1n kaava:

T ekt = £ (ee)— [7()e (b

T#td tulosta kéyttien voidaan muotoa f (x)g(x) olevan funktion integrointi muuntaa muotoa
f (x)g’(x) olevan funktion integroinniksi. Jalkimmdiinen integraali voi olla helpompi laskea.

Miééritylle integraalille osittaisintegroinnin kaava on seuraava:

Jf dx~|f jf

ESIMERKKEJA
2. Lasketaan integraali J-x sin xdx .
x)=sinx X)=-—cos
Valitaan {f' (x) , jolloin {f,( ) o0 x' Osittaisintegroimalla saadaan
glx)=x g'(x)=1

.[x sin xdx = x(~cosx)~ '[(— cosx)dx = —xcos x +sin x + C

1
3. Lasketaan integraali _[xe" dx.
0

Valitaan / (x)=e" , jolloin / (x) ¢ . Osittaisintegroimalla saadaan
glx)=x 1

1 1
J.xe"dx=ixe"— Ie”dx:e—ie" =e—(e~1)=1
0 0 0 0

0.3 Kompleksiluvut
Kompleksiluku on muotoa
X+ yi

! Integrointivakio C voidaan sisillyttds oikean puolen integraaliin.
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oleva luku, missi x ja y ovat reaalilukuja ja i on imaginaariyksikké. Imaginaariyksikolle i pitee
i’ =-1.
Imaginaariyksikkdd voidaan merkitd myds kirjaimella j.
Kompleksiluvun z = x4+ yi
o reaaliosa Re(z) = x
¢ imaginaariosa Im(z) =y
o liittoluku z = x — yi
o itseisarvo |z =./x" +)°
Suoraan laskemalla todetaan
z+z=2Re(z)
2z =|d*

Eulerin? kaavan mukaan

e” =cosx-+isinx,

missd muuttuja x on reaaliluku. Eulerin kaava johdetaan kappaleessa 0.6
Kayttaimalla hyviksi sinin parittomuutta ja kosinin parillisuutta saadaan

e™ = cos(~ x)+isin(-x) = cosx —isinx.

Suoralla laskulla todetaan, ettd sini ja kosini voidaan lausua eksponenttifunktion avulla:

CosX = %(e”‘ + e"”‘)

. i »
sinx = —~(e”‘ —e ”‘)
2

Jos kompleksiluvun z itseisarvo on r ja vaihekulma on ¢, niin kompleksiluku voidaan esittdd
muodossa

z=re" =rcosq+irsing.

Kompleksiluvun z mégraavat siis tdysin sen itseisarvo on r ja vaihekulma on ¢. Teknisessd las-
kennassa kompleksiluvuille kéytetdénkin usein osoitinesitysti

Z2=rLQ.

Hyperbelifunktiot méidritelldén seuraavasti:

coshx = %(e" + e“")

sinh x = %(e" - e"")

2 Leonhard Euler (1707-1783) oli sveitsildinen matemaatikko, joka tySskenteli Pietarissa ja Berliinissd. Euler oli
yksi kaikkien aikojen tuotteliaimpia matemaatikkoja. Hin tutki mm. differentiaalilaskentaa, lukuteoriaa ja nesteiden
virtauksia. Han keksi hitausmomentin ja vapaan pydrimisakselin kasitteet ja kehitti vektorilaskentaa.
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Vertaamalla n#itd aikaisempiin kaavoihin huomataan, ettd kompleksilukujen kautta hyperbeli-
funktiot ovat yhteydessé trigonometrisiin funktioihin:

cosx = coshix
sin x = —Isinhix

ESIMERKKEJA
1. Kompleksiluvun z=2+3i reaaliosa Re(z)=2, imaginaariosa Im(z)=3, liittoluku

z=2-3i jaitseisarvo |z| =~/2> +3% =13

2. Kompleksiluku
2egi = 2003% +23in%i =3 +i

3,5./52° =3,5¢08(52°)+3, 5sm(52°) 2,15482 + 2,75804i

1. Johda sinin ja kosmm eksponenttlfunktlon avulla lausutut esitykset.

0.4 Algebraa
Muotoa
a,x" +a, x"" +tax+a,

olevaa lauseketta sanotaan muuttujan x polynomiksi. Lukuja a .. 4, a, sanotaan po-

n? n—l’
lynomin kertoimiksi. Polynomia, jonka kaikki kertoimet ovat nollia sanotaan nollapolynomik-
si. Polynomin kertoimet voivat olla reaali- tai imaginaarilukuja. Seuraavassa rajoitutaan vain
reaalikertoimisiin polynomeihin.

Polynomin
ax"+a, X"+ +ax+a,
sanotaan olevan astetta n, jos kerroin @, # 0. Siis polynomin aste on polynomin korkeimman po-
tenssin eksponentti. Nollapolynomin astetta ei ole médritelty.
ESIMERKKEJA
1. Polynomin 5x* ~9x® +x* —10x+ 7 aste on 4.

Polynomin P(x) nollakohdalla tarkoitetaan lukua c, jolle P(c)=0. Sanotaan myds, ettd ¢ on
yhtilon P(x)=0 juuri.

Algebran peruslauseen mukaan jokainen polynomi voidaan kompleksilukujen joukossa jakaa

ensimmdisen asteen tekijéihin:
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Astetta 7 olevalla polynomilla P(x)=a, x" +a, ,x"" +++a,x+a, on tismélleen n reaalista tai

imaginaarista nollakohtaa3. Jos nollakohdat ovat x, x,,...,x, , niin

n?

P(x)=a,(x=x)(x~x,)(x-x,). (*)

Edells esitetyssd tulossa voi sama tekiji esiintyd useampaan kertaan. Nollakohdan x, kertaluku
on termin x — x, esiintymiskertojen lukumééré yo. tulossa.

pienempi kuin viisi, niin polynomin nollakohdat voidaan méérittad ratkaisukaavalla. Kéytdnnos-
sa kuitenkin kolmannen ja neljannen asteen polynomien nollakohtien ratkaisukaavat ovat liian
monimutkaisia. Viidennen ja sitd korkeamman asteen polynomien nollakohdilla ei ratkaisukaa-
vaa olekaan! Yleisesti turvaudutaan numeerisiin menetelmiin. Télldin kuitenkaan esitys (*) ei
aina ole tarkasti voimassa.

tutaan reaalilukuihin niin polynomin alkutekijit ovat reaalisia ensimmdisen tai toisen asteen
polynomeja. Toisen asteen reaalisesti jaoton alkutekijé on sellainen, jonka nollakohdat ovat ima-
ginaarisia.

ESIMERKKEJA

2. Polynomin 2x’ +2x* —20x +16 nollakohdat ovat —4, 1, 2. Siten polynomi voidaan jakaa

2% +2x% = 20x+16 = 2(x + 4)(x ~ 1)(x ~ 2).

3. Polynomin 3x’ +3x> —48x+60 nollakohdat ovat -5, 2, 2. Siten polynomi voidaan jakaa

tekijoihin seuraavasti:
3x% +3x% —48x+60 =3(x +5)(x - 2)°.

4. Polynomin x* +4x +5 nollakohdat ovat ~2 7. Namé eivét ole reaalisia, joten polynomi on

seuraavasti:
X2 dx+5=(x+2+i)(x+2~i).
5. Polynomin x*—6x° —7x*+2x+1 nollakohdat ovat -1,12168; -0,286559; 0,446916;

6,96132. Nami luvut ovat nollakohtien likiarvoja, joten esityksen (*) yht4lo ei pide tarkasti,
vaan

(x +1,12168)(x + 0,286559)(x — 0,446916)(x — 6,96132)
~ x* —5,999997x —7,000014x* +1,999997x +1,000001

Huomautus: Jos imaginaariluku z on reaalikertoimisen polynomin P(x) nollakohta, niin myos

sen liittoluku z on nollakohta. Siten 1. asteen polynomit x -z ja x—z ovat polynomin P(x)
tekijoind kompleksilukujen joukossa. Niiden tulo

(x—z)(x——z)z x* —(z+2)x+|z|2 = x —2Re(z)x +||’

3 Nollakohtien ei tarvitse olla eri lukuja.
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on polynomin P(x) jaoton 2. asteen tekiji reaalilukujen joukossa (vit. esim. 4).

Jokainen toisen asteen polynomi voidaan tiydenti# nelidksi. Polynomin x* +ax+b nelidksi
tdydentéimiselld tarkoitetaan seuraavaa binomin nelién kaavaan

(a+b) =a® +2ab+b*

perustuvaa toimenpidettd:
a a\ aY a\ a’
x2+ax+b=x2+25x+(5) +b—[—j =(x+—] +b——.

ESIMERKKEJA

2 2 2 2
6. x2+3x+5=x2+2%x+(%j +5—(%) =(x+§j +5—2=(x+ij S

2 2 2 2
7w —sxal=xt 22w e 2] w12 =[x-2] p1oB (2 el
2 2 2 2 4 2 4

Rationaalifunktio on kahden polynomin osamé4ris
R() =28,
o(x)
missé P(x) ja Q(x) ovat polynomeja. Supistamalla tarvittaessa yhteiset tekijit, voidaan olettaa,
ettd polynomeilla P(x) ja Q(x)’ ei ole yhteisid tekijsitd. Talloin rationaalifunktion R(x)
o nollat ovat osoittajan P(x) nollakohdat
e navat ovat nimittijin Q(x) nollakohdat

Rationaalifunktion raja-arvo
lim R(x) =0

X-—yo0

tismalleen silloin, kun osoittajan P(x) aste on pienempi kuin nimittdjin Qx) aste.

ESIMERKKEJA
8. Rationaalifunktion
2
x“+1
Rlx)=—s————
) x° +3x% +2x
nollat ovat x = =i, silld
¥ +l=0x==1i
navat ovat x =0, x =—-1jax=-2,silld
X433+ 2x=0 x=0taix=-1taix=-2.
Koska osoittajan aste 2 on pienempi kuin nimitt4jén aste 3, on
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11
x> +1 . ;+M
11mR(x)~11 ————— =lim 5 =0
2

X

X
+

x>0 —>oox +3x +2x x—ml 3
X

a) x*-9 b)  2x*+2x-12

c) Tx*+56x*+119x+70 d  x*+85x* +23x+225
3. Téydennd nelidksi seuraavat polynomit:

a) x*+6x-7 b x*-3x+5

c) 3x*+3x+6

0.5 Cramerin sdanto

Kun Laplace-muunnostekniikalla ratkaistaan differentiaaliyhtdloryhmid, joudutaan usein ratkai-
semaan lineaarisia yhtdlopareja. Néiden ratkaiseminen kiy kétevisti Cramerin¢ sdinnolli:

Jos yhtdloparin
{allxl +a,x, = b
Ay X+ ayX, = b,
kerroindeterminantti
a,, a
11 2
D= 2120,
dy Ay
niin ratkaisu on
b, ay a;, b
b, a a, b
2 22 21 2
xl faned x =

p D
Ratkaisun osoittajat on saatu kerroindeterminantista vaihtamalla tuntemattoman kertoimien
tilalle oikean puolen vakiot.

Cramerin s3intd on yleistettdvissd useamman tuntemattoman tapaukseen. Kuitenkin ratkaistaessa
yhtialoryhmid, joissa on vahintddn kolme tuntematonta, tavanomainen Gaussin menetelmid on
nopeampi tapa.

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan yhtdloryhmé

X—-y=35
3x+4y =17

4 Gabriel Cramer (1704-1752) oli sveitsildinen matemaatikko.
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Koska kerroindeterminantti =7#0,o0n

4, Ratkalse Cramerin saannolla yhtaloparlt

3x+2y=-2 b -2x+3y=-2
4x+5y=3

0.6 Sarjateoriaa
Adgrettomén lukujonon (ak) termeistd muodostettua ddretontd summalauseketta

da,=a ta,+ay;+
k=1

sanotaan sarjaksi.

Lukujonon
S, =a,
S, =a, +a,

S, =a, +a, +a,

o0
termejd kutsutaan satjan Za , osasummiksi. Erityisesti sarjan n:s osasumma on

k=1
1
S, = Zak .
k=1

Sarjoja kisiteltiessd keskeinen kysymys on sarjan summan mddrittdminen. Sarjan summa méari-
tellddn osasummien avulla:

Jos n:n kasvaessa rajatta sarjan z:s osasumma S,

o lihestyy kohden ddrellisti raja-arvoa S, sanotaan, ettd sarja suppenee ja sen summa on S.
T#ll6in merkitdén

S:iak
k=1

o ci ldhesty kohden mitdén d4rellistd raja-arvoa, sanotaan, ettd sarja hajaantuu. Hajaantuvalla
sarjalla ei ole summaa.

Jos #drettdm#n monen termin summa on #drellinen, on melkein kaikkien termien oltava lahelld
nollaa, Tdmén idean esittdd tdsmillisesti seuraava tulos:
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Suppenevan sarjan termit lahestyvét nollaa: sarja Za , suppenee = zim a, =0,
=1 >

ESIMERKKEJA
1. Geometrinen sarja.

Sarja on geometrinen, jos sen kahden perdikkdisen termin osamddrd on aina sama. Jos sarjan
ensimmiistd termifi merkitiin a:lla ja kahden perikkéisen termin® suhdelukua g:1la, niin
geometrinen sarja voidaan esittdd muodossa

aq* =a+aq+aq’ +aq’ +---.

[Ms

£
11

0
Sarjan 7:s osasumma on (g # 1)

H

S =al—q .
l-g

"
Jos |q| <1, niin ¢" = 0, kun n — 0. Siis télléin sarja suppenee ja sen summa on

lim §, =lima1—~q =2
n—w0 H~>0 l_q l_q

Yleisesti voidaan todeta:

Geometrinen sarja
2.aq"
k=0
suppenee, jos ja vain jos |q| <1 jatdlloin sen summa on

§=_2_
1-¢

2. Tutkitaan sarjan 3 + —;— + % + % +... suppenemista.

Ratkaisu: Sarja on geometrinen sarja, jonka suhdeluku g = —;— , ]q\ <1 ja ensimméiinen termi

a =3, Siten sarja suppenee ja sen summa on

Sarjan termit voivat riippua muuttujasta, kuten potenssisarjan tapauksessa

5 Jilkimmainen+edellinen
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Zak(x—xo)k =4a, +a1(x~x0)+a2(x—x0)2 +a3(x~x0)3 doeeey,
k=0

missé
o lukuja g, sanotaan potenssisarjan kertoimiksi

o luku x, on potenssisarjan kehityskeskus.
¢ muuttuja on x.

Potenssisarjoissa keskeisid kysymyksid ovat

e suppenemisalue; mill4 muuttujan x arvoilla sarja suppenee?

e potenssisarjan summa.
Potenssisarja suppenee aina, kun x = x,, silld tilloin on kyseessé sarja a, +0+0+... Voidaan
osoittaa, ettd jokaisella potenssisarjalla on sellainen lukué R >0, ettd sarja

e suppenee arvoilla x, joilla ]x - x0| <R.

e hajaantuu arvoilla x, joilla ‘x - x0| >R,

Lukua R sanotaan potenssisatjan suppenemissiiteeksi. Sarjan suppenemisesta arvoilla x, joilla
[x - xol =R ei voida sanoa mitéén yleistd. :

Monella tutulla funktiolla on potenssisarjakehitelmi. Néitd sanotaan my6s funktion Taylorin?
sarjoiksi. Esimerkiksi
2 3 4

. x X

et =l+x+—+—+—+
20 34

. oxt X

smy=x—-—+-———+
387
2 x4 X6

cosx =1——+———-+-
20 4 o

Nimai sarjat suppenevat kaikilla x. Ndiden sarjojen termit ovat hyvin samanlaisia. Témé4 ei ole
sattumaa, silli sijoittamalla eksponenttifunktion sarjakehitelméssd muuttujan x paikalle i saa-
daan

2 3 4 5 6 7
20 pQ @ 5P 6P P
I T I T TR

Koska i:n potenssit ovat vuoron perdén 1, 7, —1, —, voidaan tdm4 kirjoittaa muotoon

e =1+ip+i Foe

2 3 4 5 6 7
e =1+i(p—(P———i&+53—+iﬂ)——(—P——i(P—+---
200 3 4 5t e 7

2 4 6 3 5 7
:(1—_([)—+"('_P_“—(P_+'“]+i((P——(P—+9——(P_+"'J
24 6l ! !

josta sinin ja kosinin sarjakehitelmid kéyttden saadaan Eulerin kaava

6 Jos R =0, sarja suppenee vain arvolla X = X, . Jos R = o0, sarja suppenee kaikilla x.

7 Brook Taylor (1685-1731) oli englantilainen matemaatikko, joka esitti nime#4n kantavan kaavan v. 1715.
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e =cos+ising,

Potenssisarjassa funktio on lausuttu potenssifunktioiden

1, x—x,, (x——xo)z, (x—xO)S,...
avulla. Nam# funktiot muodostavat niin tdydellisen funktiojoukon ns. kantafunktiot, ettd niiden
avulla monet muut funktiot voidaan esittés d4rettdming sarjoina.

5. Osoita, etté suppenevan sarjan termit lahestyvat nollaa

6. Johda geometrisen sarjan m:nnen osasumman kaava.
7. Méiritd potenssisarjan
[+ x+x>+x° +
summa. Milld x:n arvoilla satja suppenee?

0.7 Jaksollinen funktio
Funktio fon jaksollinen, jos on olemassa vakio P # 0 siten, ettd
(s +P)= f(x)
kaikilla fin méérittelyjoukon arvoilla x. Lukua P sanotaan funktion f jaksoksi.
Jos P on funktion fjakso,.niin. myos kaikki P:n.monikerrat ovat jaksoja:

S+ kP)= £(x)
kaikilla x, kun k on kokonaisluku. Jaksollisen funktion pienintd positiivista jaksoa sanotaan pe-
rusjaksoksi.

A

A\ e

ESIMERKKEJA
1. Sini ja kosini ovat jaksollisia funktioita, joiden perusjakso on 2m.
2. Tutki funktion
F(t)=sin(ot +¢)
jaksollisuutta ja médritd perusjakso. Kerroin o > 0.
Ratkaisu: Mikéli £114 on jakso P, niin kaikilla #:n arvoilla
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fe+P)=£(t)
< sin[w(t + P) + (p] = sin((ot + (p)
< sin[(mt + (p)+ coP] = sin((ot + (p)
Sinin jaksollisuuden perusteella edellinen yht#lo toteutuu, jos
oP =2n

S
®

Siis funktio f on jaksollinen ja sen eréis jakso on “"  Koska 27 on sinin perusjakso, on
o)
P= n on fin pienin positiivinen jakso eli perusjakso.
©®

Vastaus: Funktio f'on jaksollinen ja sen perusjakso on P = —Z—E
)

Otetaan kiytto6n seuraavat nimitykset: jaksoa P vastaava

. 1
e taajuus on —
P

. 27n
¢ kulmataajuus on o = 7

Niille pétee
®P =2%n
Kulmataajuutta kutsutaan joskus lyhyesti taajuudeksi. -
Jos funktion fjakso on:P ja f on~véilillaz[0,.P] integroituva, niin voidaan osoittaa, ettd. .

at+P P

76 = [

a 0

kaikilla luvuilla a. Siis, kun integroidaan yli jaksovilin on integraalin arvo aina sama.

8. Oletetaan, ettd f'on jaksollinen ja a on sen jakso. Péittele, ettd my0s
a) 2a b) 3a ¢) na, nel
ovat fin jaksoja.

9. Olkoon integroituvan funktion fjakso P. Osoita, ettd
at+P P
7= ot
a 0

kaikilla luvuilla a.
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1. LAPLACE-MUUNNOS

1.1 Peruskaésitteet

Olkoon f (t) reaalimuuttujan ¢ funktio, joka maééritelty, kun ¢>0. Funktion f (t) Laplaces-
muunnoksella tarkoitetaan kompleksimuuttujan s kompleksiarvoista funktiota

)

Fls)= J-f(t)e's’dt .

0

Laplace-muunnosta sanotaan myds L-muunnokseksi tai s-muunnokseksi.

Kaikilla funktioilla ei ole Laplace-muunnosta. Funktiolla f (t) on Laplace-muunnos, jos mééri-
telmin ep#oleellinen integraali suppenee joillain kompleksimuuttujan s arvoilla. Téllin sano-
taan, ettd f on Laplace-muuntuva. Melkein kaikki sovelluksissa esiintyvét funktiot ovat Lapla-
ce-muuntuvia, silld seuraava tulos pétee?:

Jos funktio £(z)
e on paloittain jatkuva ja
e korkeintaan kertalukua e,

niin funktiolla f(¢) on Laplace-muunnos F(s), kun Res > o.

Seuraavassa oletetaan, ettd yo. ehdot ovat voimassa.

Funktion f(f) L-muunnosta merkitian L[f(¢)]. Laplace-muunnoksen merkitsemiseen kiytetdtn

my0s seuraavaa . tapaa: muunnettavaa funktiota .merkitdén pienelld kirjaimella ja sen L-
muunnosta vastaavalla isolla kirjaimella.

F(s)=L[()],
niin merkitdén
Se)=L[F(s)]

ja sanotaan, ettd f(¢) on funktion F(s) Laplace-kiiinteismuunnos.

Jos

Funktiot f (t) ja sen Laplace-muunnos F(s) muodostavat Laplace-muunnosparin, jolle kiyte-
tddn merkintdd

f) o F(s) tai F(s)< £(t)

Huomautus: Laplace-muunnos on kompleksimuuttujan s funktio. Yksinkertaisuuden vuoksi
esimerkeissé rajoitetaan muuttuja s reaaliseksi. Tulokset esitetdéin kuitenkin kompleksimuuttujil-
le. Esim. Res > a tarkoittaa reaalimuuttujalle s > a.

ESIMERKKEJA

1. Mé4ritéan vakiofunktion 1 L-muunnos:

8 Pierre Simon de Laplace (1749-1827) oli ranskalainen matemaatikko ja tahtitieteiliji, joka tutki mm.
taivaanmekaniikkaa ja todenndkdoisyyslaskentaa.
9 Tuloksessa esiintyvit késitteet on esitelty kappaleessa 0.1,
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1
M-w g g M—w s S S’

0 oy ) M i , M 1 st . 1 w 1
L(l):J.le dt = lim J.e dt = lim l—-—e = lim| ——e += =
0 M—)wo
kun Res > 0. Siis
lel
§

2. Mudritadn funktion f(f)=e” Laplace-muunnos.

w0 M M
L(e“’)z Ie"' -e™dt = lim Ie("'s)'dt = lim | —l—e(""s)’
5 M—w 0 M-w g g — g
- lim( L oo —LJ L
Moo\ q—§ a-—s S—a
kun Res > g. Siis
al 1
e &> —
S—a

1.2 Ominaisuudet

Laplace-muunnoksia ei kiytdnndssd mééritetd madritelmédn perustuen integroimalla, vaan seu-
raavilla tavoilla:

o Kiytetddin muunnostaulukoita, joista 10ytyy tiettyjen perusfunktioiden Laplace-
muunnokset. Muiden funktioiden Laplace-muunnokset johdetaan néistd kéyttéden Laplace-
muunnosten laskusddntdjd.

o Kdytetidn tietokoneohjelmia tai laskimia, T4l16inkin on syytd tuntea Laplace-muunnosten
perusominaisuudet.

Téssd kappaleessa esitetdédn yleisimmét laskusddnnét ja joidenkin perusfunktioiden Laplace-
muunnokset. Lisdksi késitellddn Laplace-muunnosten raja-arvoja.

1.21 Laskusaannot

Laskus#énttjen esittelyd varten tarvitaan joitain médrittelyjé:
. - . , i 0,kunzt <0
o u(t) tarkoittaa yksikkoaskeltal?, joka méaritellian seuraavasti: u(t) = .
I,kunt >0
e Merkinti g(O +) tarkoittaa funktion g(t) oikeanpuoleista raja-arvoa pisteessé O:
g(0+)=lim g(r).
Jos g(t) on (oikealta) jatkuva 0:ssa, on g(O +) = g(O).

Seuraavaan taulukkoon on koottu Laplace-muunnosten laskusédnnét. Taulukossa kirjaimet a ja b
ovat lukuja.

10 yksikkoaskelta kisitel144n enemmén kappaleessa 1.6.1,
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No [AD) F(s) Ehto Nimitys
S1 | af(t)+bg(t) aF (s)+bG(s) Lineaarisuus
82 | flat) 1 F(ij a>0 |Skaalaus
a \a
S3 |1 ( { j F{as) a>0 | Muunnoksen skaalaus
a’\a;
84 | e f(¢) F(s—a) Muunnoksen siirto
S5 [ult-1,)rt-1,) |e™F(s) 1,>0 |Siirto oikealle
S6 | f'(¢) sF(s)- £(0+) Derivaatan muunnos
S7 | £'(t) s*F(s)—sf(0+)- £'(0+) 2. derivaatan muunnos
S8 ’J.f (u)du % 7 (s) Integraalin muunnos
0
S9 |-#(t) F'(s) Muunnoksen derivaatta
S10 | (~1)"¢” £(¢) Fln) (s) Muunnoksen n:s deriv.

Derivaatan muunnossddnnét S6 ja S7 yleistyvét seuraavaan muotoon:

SON) © 8" F ()= 5" 0 4) 5" 0 4) =~ /(0 4)

Todistetaan joitain néistd sddnndisté:
Sadntd 1: Integraalin lineaarisuuden perusteella

0 [+ 0

af (t)+bg(t) & J.(af(t) +bg(t)e™dt = a If(t)e"” dit+b .fg(t)e_s' dt = aF(s)+bGl(s)

0 0 0

Sadintd 4:

e f(0) <> [ (e dt = [ £e)eeYdt = Fls-a)

0

Saintd 6: Osittaisintegrointia kdyttéen saadaan
0 [£)ed = 1 £ +s [£@)ear
0 0 0
= lim f (M)e™ lim f (m)e™" + sF(s)
Jos f' on Laplace-muuntuva, niin voidaan osoittaa, ettd
lim f(M)e™ =0,

Mo

kun Re s on riittivin suuri. Koska

lim f(m)e™" = lim f(m)= £(0+),

m—0+ m—>0+
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saadaan tulos
7't) &> sF(s)- f(0+)
S#into 7: Kéytetddn sddntéd S6 kahdesti:
£10) o sLLFO]- £10+) = s[sF (s)- £04)]- /'(0+) = s> F(s) -5/ (0 +)~ (0 +)

S#dnto 8: Merkitdén
{
glt)= [ (u)du.
0
Talléin
g(0)=0.
Jos f (t) on paloittain jatkuva, on integraalin derivaattalauseen mukaan melkein kaikkiallall
g'(t)=r().
Derivaatan Laplace-muunnosta koskevan sddnnén S6 mukaan

F(s) = Llg'()]= sG{s)- £(0) = sG(s).
Siis

eli
L“ f(u)du} - _2(1)

1.2.2 Laskukaavat
Seuraavaan taulukkoon on koottu Laplace-muunnosten laskukaavoja. Taulukossa
e 7 on positiivinen kokonaisluku.
e 1! on kertomafunktio, jonka arvo on n:n ensimméisen kokonaisluvun tulo!2, Tarkemmin:
o (=1
o nl=1.2.-(n=1)-n,josn>0.
Esimerkiksi 5!=1.2-3-4.5=120.

e ¢ on mielivaitainen luku.

11 Bpéjatkuvuuspisteiti lukuunottamatta.
12 41 luetaan “n-kertoma”,
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No A F(s)
K1l |1 1
s
K2 [t 1
SZ
R - Siis 1 < =1}
(n—1) 5" 5"
K4 | 1
s—a
K5 | te* 1
(s—a)’
(n—1) (s—a)’ (s—a)
K7 lsin at ; ! 5 Siis sinat <> ———
a s +a s"+a
K8 |cosat
st +at
K9 lsinh at 5 ! ; Siis sinh af <> ———;
a s“—a s*—a
K10 | coshat s
s*—a?

Taulukkoa voidaan lukea
e vasemmalta oikealle: médritetiéin Laplace-muunnos
e oikealta vasemmalle: m#dritetdén Laplace-kdénteismuunnos.
Taulukon kaavat on kirjoitettu muotoon, josta kédnteismuunnos on helppo méérittas.

Johdetaan joitain taulukon kaavoista.
Kaava 1: Esimerkki 2 kappaleessa 1.1.
Kaava 2: Koska
1 1
s
on sdénndn S9 mukaan
d 1
—t=—tler——=——,
ds s S
Téstd seuraa kaava 2.
Kaava 3: Tam4 saadaan kaavan 2 tapaan kaavasta K1 sdéntod S10 kéyttden.

Kaava 4: Esimerkki 3 kappaleessa 1.1. Kaava voidaan johtaa myos sdént6d S4 kéyttden:
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Koska
1
1~
S
on sdannodn S4 mukaan
al at 1
e’ =" 1> —.
s—a

Kaava 7: Fulerin kaavan mukaan
. i »
sinat = - (e”” —e™ ) .

Siten sdéntod S1 ja kaavaa K4 kéyttden

L[sinat]=~§(L(e’“’)—z,(e*fa')):_é(;_ 1 J: i 2ai p

s—ia s+ia 2s5*+a* s*+d?

Téstéd seuraa kaava.
Kaava 8: Koska
d .
—Ssinat =acosat,
dt
on
d1l .
cosaqt =——sinat
dt a
Kéyttden lineaarisuutta (sdéntd S1),.derivaatan muunnosséintdd S6 ja kaavaa K7 saadaan

dl . 1 1. s
Licosat)=L| ——sinat |=| s ——sin0 |=
( ) (dta j ( s’+a® a ) s +a’

ESIMERKKEJA
1. Mééritetdsin L[cos 3t+t+6e” ]
Kéyttden lineaarisuutta (S1) sekd kaavoja K8, K2 ja K4 saadaan
s 1 | s 1 6

Hoosstrinbel= s Lt a0 ) e e

2. Mudritetadn Ljt'e™ |,
1. tapa: Suoraan kaavasta K6 saadaan
TN 41 _ 24
(s-2f (-2
2.tapa: Kaavan K3 perusteella
424

=5 s
s s

t* <>
josta sdintod S4 kéyttien

(-2

et o
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3. Musritetatin L|(3sin 6 — 4 cos6t)e™ ]
Merkitdén
f(t) = 3sin 6f — 4 cos 6¢
Kaavojen K7 ja K8 perusteella Laplace-muunnos
6 s 18 4s
F(s)=3s2 +6° -4s2 16° s'+36 5436
Saantod S4 kiyttden saadaan

18 4s+2)
(s+2)+36 (s+2)*+36

(3sin 6t —4cos6t)e™ =e™ f(t) > Fls+2)=

45410
5% +4s+40

1.2.3 Raja-arvoja

Tarkastellaan vield Laplace-muunnosten raja-arvoja. Seuraavissa raja-arvoissa muuttuja s olete-
taan reaaliseksi. Ilman todistusta esitetéin:

Jos F (s) on jonkun funktion Laplace-muunnos, niin

lim F(s) = 0.

§—>0

Témén perusteella voidaan todistaa alkuarvolause:

Jos £(t) ja f'(¢) ovat Laplace-muuntuvia, niin
1i_£nsF(s) = f(O +).

Todistus: Olkoon
f©)<> Fs) ja £'(t) > Dls)
Sédnnon S6 perusteella
D(s)=sF(s)- £(0+).
Siten edelld esitetyn tuloksen perusteella

limsF(s) = lim(7(0+)+ D(s)) = /(0 +)+ lim D(s) = £ (0 +).

Liséksi pétee loppuarvolause:

Jos f (t) ja f ’(t) ovat Laplace-muuntuvia ja lim f (t) on olemassa, niin

{0
igar(o) =t 1)

Kappaleessa 0.4 on todettu, ettd rationaalifunktion raja-arvo
limF (s) =0

§--r0
vain jos osoittajan P(s) aste on pienempi kuin nimittdjdin Q(s) aste. Siis vain tdll6in voi ratio-
naalifunktio olla jonkun funktion Laplace-muunnos. Myshemmin osoitetaan, ettd jokainen téllai-
nen rationaalifunktio on jonkun funktion Laplace-muunnos.
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ESIMERKKEJA

1. Rationaalifunktion
25% +3s+1
s +55-7

osoittajan aste on 2 ja nimitt4jén aste on 3, joten rationaalifunktio on jonkun funktion f (t) |
Laplace-muunnos. Alkuarvolauseen mukaan!?

2 2+—3~+ !

f(o): S2S +3S+1_1 s SZ =9
s> S3+5S—7 § 5 _l
stos?

Funktiot f(t)=sinz ja f'(t)= cost ovat Laplace-muuntuvia ja kaavan K7 mukaan

F(s)= L[] =

SZ - 1 ) \
Siten "
limsF (s) =lim =0,
550 50 ¢ +1

T4m4 ei kuitenkaan ole

lim f(¢) = limsin?,
(-0 (=0

silld raja-arvoa ei ole olemassa. Loppuarvolausetta ei siis voi téssi tapauksessa kiyttiad.

Mé#ritd seuraavien muuttujan ¢ funktioiden L-muunnokset:
L.

a) 12+ 5t b) *+3-4
0 541° -1,2t°
0,4
a) t* +cos5t b) e
¢) 2e™ +sin7t
a) e cost b)  e*cos3t+ %ez’ sin 3t
¢) e cos7t+e sin2t d) e*cosh4t
a) tsinat b)  te®sinbt
Kiyttien hyviksi kaavaa K4, johda funktioiden
a) f(t)=coshat b)  f(t)=sinhat

Laplace-muunnokset (kaavat K9, K10).

13 Voidaan osoittaa, ettd ehdot ovat voimassa.
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1.3 Kiédédnteismuunnos

1.3.1 Yleisid ominaisuuksia
Thssd kappaleessa tarkastellaan funktion F (s) Laplace-k#inteismuunnoksen f (t) =" [F (s)]
muodostamista.
Laplace-kéénteismuunnoksia muodostettaessa kéytetdéin Laplace-muunnoksen

o laskus#intojé (kappale 1.2.1)

o laskukaavoja (kappale 1.2.2).
Laplace-k#inteismuuntaminen on lineaarinen operaatio (a ja b ovat vakioita):

L aF(s)+bG(s)] = aL™ [F(s)| + bL7'[G(s)].

ESIMERKKEJA

1. Kiyttien Laplace-muunnoksen lineaarisuutta (S1) seké sinin ja kosinin (K7, K8) Laplace-
muunnoskaavoja saadaan:

L_l[ 21 + 25S }:L—{ 21 2}'5]:1[ 2S 2]=lSin3~If+500s2t
s°+9 s*+4 s°+3 s +2 3

Laplace-kdanteismuunnoksen yleiseen olemassaoloon ei téssd puututa. Sen sijaan todetaan, etté
k#dnteismuunnos on yksikdsitteinen:

Jos paloittain jatkuvilla funktioilla f (t) ja g(t) on sama Laplace-muunnos, niin f (t) ja g(t)
ovat samoja funktioital®.

1.3.2 Rationaalifunktion kdanteismuunnos

Laplace-muunnoksia kisiteltdessd joudutaan usein kéénteismuuntamaan rationaalifunktio. Tar-
kastellaan vain tapausta, jossa osoittajan aste on pienempi kuin nimittdjin aste. Kappaleen 1.2.3
mukaan vain tdll6in voi rationaalifunktio olla jonkun funktion Laplace-muunnos,

1.3.2.1 Perustapaukset

Kisitellddn tiettyjen perustyyppien Laplace-kéénteismuuntamista.
A4

(s—a)

Kadnteismuuntaminen perustuu kaavaan K6

1 1 n=1_at
(s—a)"ﬁ(n—l)!t ’

jonka erikoistapauksia ovat K4 ja K5:

Tapaus 1: R(s)=

1 o e
sS—a

1

(s-af

14 Jokaisella suljetulla vlilli mahdollisesti d4rellisen montaa pistettd lukuun ottamatta funktioilla on samat arvot.

at

> te
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ESIMERKKEJA
1. . +—~§—3 e +3. lt2ez’ = [1 +§t2j32’
s=2 (s-2) 2 2
Tapaus 2: R(s) = —Z—ASLBE , missi nimittdjd on reaalisesti jaoton 2. asteen polynomi.
ST +as+

Kidnteismuuntaminen perustuu

e kaavoihin K7 ja K8:

1 1,
—2~—2<—>~smat, 5
s“+a a s +a

> <> cosat

e siintoon S4: A
F(s—a) < e f(1)

o nelidksi tiydentéimiseen, joka on esitetty kappaleessa 0.4.

ESIMERKKEJA

2.

25 +10

Ratkaisu: K#yttden kaavaa K7 saadaan
3. 3.1 3 1
257 +10 25745 2571 (/f5

Midritetdin L'l[ 3 }

31
o > sinA/5¢
Foo24s

Médritetadn L™ —%ﬁ—
(s - 2) +9

Ratkaisu: Kéyttiden kaavaa K7 saadaan

1 1 1
Fls)= = <> —sin 3¢
() s2+9 s*+3% 3

Kiayttien sdfintod S4 saadaan

m = F(S —2)(—> €2t %Sin:&l‘ = %821 sin 3¢

=
(s—2) +9
Ratkaisu: Muokataan lauseketta seuraavasti:
s _os=2+2  s-2 2

(-2P 49 (s-2F+9 (-2 +9 (s-2)+9

Kiyttden kaavaa K8 saadaan

Migritetasn L“[

s Ky
Fls)= = <> cos 3t
(s) s2+9  s2+43?

Kiyttden sddntod S4 saadaan

23
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§=2
(s - 2)2 +9
Esimerkin 3 perusteella
2
(s - 2)2 +9

Siis

= F(s - 2) > e¥ cos3t
o %ez’ sin3z.

& e* cos3t +gez’ sin 3¢
(s~2) +9 3

5. Madritetdan L {2—1W}
§°=5s+7

Ratkaisu: Koska nimitt4jin nollakohdat ovat imaginaariset, tdydennetdén nimittdja nelicksi

2 2 2 2 2
S2~5S+7=S2—2-—5-S+[§j 3] pr=fs=2) 352 4 3
| 2" 2) T2 2) 4 2 2

Siis
1 _ 1
S2—5S+7 5 2 ﬁ 2
§—=1 +| —
(-3 43
Koska
! > 2 sin?t,

on séddnndn S4 perusteella

1 32 3

A
2 2

6. Muritetétin L [Z—S—is—}
s7+6s+12

Ratkaisu: Koska nimittjin nollakohdat ovat imaginaariset, tdydennetééin nimittéja nelioksi.

s+5 _ s+5 . s+5
sP+6s+12  s* 4235437 +12-3"  (s+3)° +3
= 5+3 + 2 - e cosf3t+e™ lsin«/gt

(s+37 +(3) (s+37 +(3) E

As+ B

Tapaus 3: R(S) = m

, missd nimitt4jdssi on reaalisesti jaoton 2. asteen polynomi.
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Otetaan esille vain tapaus n = 2. Kifinteismuuntaminen perustuu kaavoihin
1

(sz +a2>2
s t .
m <> EC;SIIldt

sekd sddnt66n S4 ja nelidksi tdydentdmiseen kuten tapauksessa 2.

> ! (sinat — at cos at)
24’

Muodosta Laplace-kdénteismuunnos.

1@ > by
s+2 3s+6
10
-25+5
3 3
2. a) ——— b —
) G2y " 2y
Sini- ja kosinifunktioihin johtavia kd#nteismuunnoksia:
2s 1
3. a b —
) s+ 4 ) 3s* +4
1 s
4, a) o b)
(s—1)2+2 (s~1)2+2
Tédydennd nelitksi ja muodosta Laplace-kédnteismuunnos.
2 s+2
5. 8) ——— s b _vTe
) s +6s+13 ) s*+6s+13
1 s
6. a) —— b —_—
) s +4s+6 ) s'+4s+6

1.3.2.2 Osamurtokehitelmin kaytto

Yleisesti rationaalifunktion ké#nteismuuntaminen perustuu osamurtokehitelméin muodostami-
seen. Osamurtokehitelmd muodostetaan seuraavasti:

méisen tai toisen asteen polynomien potenssien tulona. Toisen asteen polynomit ovat sellaisia
joiden nollakohdat ovat imaginaarisia.

2. Muodostetaan polynomin Q(s) tekijoiden perusteella osamurtokehitelmd, johon tulee terme-
ja seuraavasti:
o Nimitt4jén tekijad (s - a)" vastaa summa
4 4, A

+ +oeet .
s—a (s—a) (s—a)"

e Nimittdjin tekijas (s2 +as + b)" vastaa summa
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As+ B, A5+ B, A,s+B,
2 ; A P —"
s*+as+b (S +as+b) (S +as+b)

Osamurtokehitelmi on nididen termien summa.

3. Kohdassa 2 esiintyvit kirjaimet 4, 4,,..., 4, ja B, B,,..., B, ovat vakioita, joiden arvot
médritetddn asettamalla osamurtokehitelmd voimaan.

Erikoistapaus: Nimittijin 1. asteen tekijoitd s—a ja s> +as+b vastaa osamurtokehitelméssd
termit

A As+B
a

j i
s—a s +as+b

Tarkastellaan osamurtokehitelmén ja Laplace-kidnteisfunktion muodostamista esimerkkien avul-
la.

ESIMERKKEJA

s?—2s-3
Ratkaisu: Nimittsjan nollakohdat ovat —1 ja 3, joten s> —2s -3 = (s + 1)(s - 3).

1. Misritetddn L™ [#}

Osamurtokehitelm4 on siis
2 A B

= + *
(s+l)(s—3) s+1 s-3 ®)
Kerrotaan yhtdlo (*) puolittain termilld s +1:
2y i(s +1).
§-—3 s-3
Sijoittamalla téhdn s = -1, saadaan
L A+0=> 4= L
-1-3 2
Kerrotaan yhtilo (¥) puolittain termilld s —3:
2.4 (s-3)+B.
s+1  s+1
Sijoittamalla tdhén s =3, saadaan
2 . 0+B=B= 1 .
3+1 2
Siis
2 11 11 L, 1,
et —— > ——eT e

s2—25—3  2s+1 2s-3 2° "2

Edellisen esimerkin laskutapa voidaan koota seuraavaksi erikoismenetelmdksi
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Osamurtokehitelmiin kertoimien méérittiminen, kun nimittéijalli on eri suuret reaaliset
nollakohdat:

Olkoon nimittdjépolynomilla Q(s) eri suuret nollakohdat a,, a,, ..., a, . T4ll6in

Ofs)=cls —a,)s —a,)-+(s - a,).
Osamurtokehitelmi on siten muotoa

Ps) A A
c(s~a1)(s—a2)---(s—ak) s—a, s-—a, s—a,’

missd 4, 4,,..., 4, ovat vakioita. Vakion 4, mérittamiseksi!s yhtalo kerrotaan (s -, ):114:
Pls A A4
() :A1+(S_al L —E |,
cls—a,)(s—a,) s—a, s-a,
Sijoittamalla tdhdn s = @, saadaan

_ P(a1)
A= C(al “az)"'(al _ak)

Yleinen menetelmi osamurtokehitelméin kertoimien méidrittimiseksi on seuraavanlainen:
1. Muodostetaan osamurtokehitelma.

2. Kerrotaan yhtils puolittain rationaalifunktion nimittdjalla.

3. Jérjestetddn vasemman ja oikean puolen polynomit s:n alenevien potenssien mukaan.

4, Verrataan s:n potenssien:kertoimia ja asetetaan ne.yhté suuriksi.

5. Syntyneestd yhtdloryhméstd ratkaistaan osamurtokehitelmén kertoimet.

ESIMERKKEJA

2
2. Misritetaan L™ — 3S2 t5-6
s’ =5 —165-20

Ratkaisu: Nimittdjén nollakohdat ovat —2, -2 ja 5, joten
5% —s? =165 =20 = (s +2)* (s - 5).
Osamurtokehitelmé on
35 +5-6 __ 4 N B . C
(s+27(s=5) s+2 (s+2 s-5
Kerrotaan yhtls puolittain lausekkeella (s +2)*(s - 5)
352 45— 6= Als+2)(s ~5)+ Bls - 5)+ C(s +2)°
Lasketaan oikean puolen tulot ja jirjestetdéin termit s:n alenevien potenssien mukaan:
35% +5 - 6= (s> =35 —10)+ B(s - 5)+ C(s* + 45+ 4)
352 +5—6=(A+C)s? +(~34+B+4C)s 104~ 5B +4C

15 Muut vakiot maritisin vastaavalla tavalla,
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Yhtdlon molemmilla puolilla on samat polynomit, joten s:n potenssien kertoimet ovat samat.
T#std saadaan yhtdloryhmé
A+C=3
-34+B+4C=1 :
-104-5B+4C=-6 ;
jonka ratkaisu on :
4=
49
<B= ——i
7
c=12
. 49
Siten ‘
35’ +5-6 7301 4 1 74 1
= - —
s -5 -165-20 49s5+2 T(s+2) 49s5-5
B A Th g
49 7 49
2
3. Midritetiin L“l[ 55~ +20s +12 } ,

5° +8s% +225+24
Ratkaisu: Nimittdjén nollakohdat ovat —4, —2 +i~/2 ja —2—i/2 . Siten nimittijin alkuteki-
jét ovat
s+4
ja (ks. kappaleen 0.4 Huomautus)
(s+2—iﬁXs+2+iﬁ)=s2 +45+6.
Nimittdj4 voidaan siis jakaa tekijoihin seuraavasti:
§° 85 4225 +24 = (s + 4)(s” +4s+6).
Osamurtokehitelmi on

5s2+20s+12 4 . Bs+C
(s+4)s* +45+6) s+4 s> +4s5+6

Kerrotaan yhtild puolittain lausekkeella (s + 4)(.92 + 45+ 6)
552 +20s +12 = A(52 +4s+ 6)+ (Bs+C)s+4)

Lasketaan oikean puolen tulot ja jirjestetdén termit s:n alenevien potenssien mukaan:
55 +205 +12 = As® + 445 +6A4+ Bs* +4Bs + Cs +4C
552 +205 +12 = (A+ B)s® + (44 +4B + C)s + 64+ 4C

Yht#lén molemmilla puolilla on samat polynomit, joten s:n potenssien kertoimet ovat samat.
Téstd saadaan yhtdléryhmé
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(A+B=5
{4A4+4B+C =20,
64+4C =12

jonka ratkaisu on
(4=2
{B=3
=0

Siten

54205412 _ 2 3
(S+4)(S2 +4s+6)—s+4 s?+ds+6

3s . . e .
Lausekkeen Toasie Laplace-kéinteismuuntamista varten tdydennetddn nimittéja neliok-
§°+4s+

si:
§P+4s+6=5"+2-25 427 =22 +6=(s+2)" +2.
Siis
35 35 3(s+2)-6 3s+2) 6

srast6 (42f v2 (2P e2 (af o (f (e (2

Siten

552 +20s+12 2 (s +2) 6
3 2 = + 2 2 N 2
s +8s°+225 424 s+4 (542) Q@j @+2)+Q5)

& 2eY 4 3e7 cos( t)-—~e sm(\ft)

2

Muodosta ensin osamurtokeh1telma ja sitten Laplace kaantelsmuunnos

1 1
7. a b
) s? -1 ) st +s
2s —~45+46
8. a b T
) st -4 ) st +45-32
s—2 5s—4
9. a b _
) st +s ) st —s5-2
0 8s—5
st =35-10
s+11 1
10.a) ———— b
) P +4s* +5-6 ) s* + gt
2 2
1. a) 55° +13s+9 b) 28" +3s5+2

s* +3s2 -4 s st +s
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1.4 Differentiaaliyhtédléiden ratkaiseminen

Laplace-muunnokset soveltuvat hyvin lineaaristen vakiokertoimisten differentiaaliyhtdldiden ja
differentiaaliyhtdloryhmien alkuarvoprobleemien ratkaisemiseen. Kun alkuarvoprobleema rat-
kaistaan Laplace-muunnoksella ei differentiaaliyhtélén yleistd ratkaisua muodosteta, vaan alku-
arvot sijoitetaan heti Laplace-muunnokseen.

Seuraavassa oletetaan, ettd funktiot ovat (oikealta) jatkuvia origossa, jolloin f (0 +) = f (O) .

Differentiaaliyhtildiden ratkaiseminen perustuu Laplace-muunnoksen lineaarisuuteen ja seuraa-
vaan derivaatan muunnossédntoon:

O o s"F(s)- 5" £(0)- 5" £/(0) =+ = £ (0)

jonka erikoistapaukset ovat

f’(t) © sF(s)— f(O)
1£(t) & s*F(s)-s£(0)- £(0)

1.4.1 Vakiokertoiminen differentiaaliyhtélo

Tarkastellaan differentiaaliyhtiloiden ratkaisemista esimerkkien avulla.

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan differentiaaliyhtils y' -3y =8e¥, 1(0)=2.

Ratkaisu: Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtilo

SY(S)—y(O)—SY(S) = 8;—1—2

Sij oifetaan tihén alkuarvo
sY(s)—2—3Y(s)= 8
8§ -2

Ratkaistaan ¥ (s)

(s=3)7(s)= S% +2

)_2S+4
s...
25 +4

= 56-2)

Midritetdin Y (s):n osamurtokehitelma

(s=3)¥(s

2:3+4
25 +4 A B - A= 3-2 =10
= + , missé
(s-3)s-2) s-3 s-2 2244
B==""r=-8

Siis
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10 8
=570

Kisnteismuuntamalla tim4 saadaan ratkaisu:
y(t) =10e* —8e*

. Ratkaistaan differentiaaliyhtilo x"+3x'—4x = *, x(0)=2, x'(0)=1.

Ratkaisu: Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtdlo
£(5) - 5x(0) - #(0)+ 3 (5) - 5(0)) - 4x(s) =~
Sijoitetaan t4hin alkuarvo
52X (s)— 25 ~1+3(X (5) ~ 2) - 4X (s) = ;}__3
Ratkaistaan X (s)

(s? +3s—4)X(s)=J§+2s+7
S-—

257 4+5-20

(sz+3s—4)X(s) 3

(): 2S2+S—20
(s +35-4)s-3)

Koska polynomin s* +3s —4 nollakohdat ovat 1 ja -4, on

s?+3s—4=(s—1)s+4)

Siis X(s):n osamurtokehitelma on

(o 2+1-20 17

(1+4)1-3) 10
28°+s-20 4 B C . B_Z-(~4)2—4~20_8
(—1+4)05-3) s-1 std s—3 |7 Catn)Cam3) T35

C:2'32+3‘20:L
. (3-1)(3+4) 14

Siten
X()_}ll 8 1 +1 1

s)= +— —
10s~1 35s+4 14s5s-3
Kiainteismuuntamalla timi saadaan ratkaisu:

x(t) = g 8 g Lon
10 25 14

31
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Differentiaaliyhtdld ratkaistaan siis Laplace-muunnoksella siten, ettd differentiaaliyhtdlé muun-

netaan algebralliseksi yhtdléksi, josta mddrdtidn ratkaisun Laplace-muunnos. Itse ratkaisu voi-

daan jakaa seuraaviin vaiheisiin:

1. Laplace-muunnetaan  differentiaaliyhtdlo, Otetaan alkuarvot huomioon Laplace-
muunnoksissa. Niin syntyy algebrallinen yht#ld, joka on ensimmaéist4 astetta ratkaisun Lapla-
ce-muunnoksen suhteen.

2. Ratkaistaan kohdassa 1 saadusta algebrallisesta yht#lostd ratkaisun Laplace-muunnos.

3. Kiinteismuunnetaan ratkaisun Laplace-muunnos.

Kaaviona differentiaaliyht#lon ratkaiseminen voidaan esittd4 seuraavasti: |

AIKATASO s-TASO
(@ L-muunnos R X(s):n
differentiaaliyhtéld algebrallinen yht4lo
Ratkaisu x(7) L"-muunnos Ratkaisu X(s)
<

Aikatason differentiaaliyhtélod vastaa siten s-tason algebrallinen yhtilo.
Huomautus: Jos alkuarvot ovat nollia, niin derivointia vastaa s-tasossa s:114 kertominen:

f'(t) & sF(s)
7)< s*F(s)

s« s"F ()

Ratkaise differentiaaliyhtélét.
1. y'+2y=0, y(00)=-3
2. @) y+y=¢, y(0)=3 b) y+y=e’, y(0)=3
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6. yu _ yl _ 6)/ =+ sin(2t), y(O) = 1, y'(O) =3

1.4.2 Differentiaaliyhtdléryhma

Ratkaisuperiaate on sama kuin differentiaaliyhtdlitd ratkaistaessa:

1.

3.

Laplace-muunnetaan  differentiaaliyhtdlét,  Otetaan alkuarvot huomioon Laplace-
muunnoksissa. Néin saadaan lineaarinen yht#loryhma.

Ratkaistaan kohdassa 1 saadusta lineaarisesta yhtdloryhméstd ratkaisujen Laplace-
muunnokset.

Kiinteismuunnetaan ratkaisujen Laplace-muunnokset.

Tarkastellaan differentiaaliyhtdléryhmén ratkaisemista esimerkin avulla.

ESIMERKKEJA

1.

Ratkaistaan differentiaaliyhtdléryhméd
x'=—x+y x(0)=1
{y’ =-2x+y {y(O) =1
Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtél6t. Otetaan alkuehdot huomioon.
sX(s)—l = ~—X(S)+Y(S)
{sy(s) —1=-2X(s)+Y(s)
(s+1)X(s)-Y(s)=1
{ZX(S) + (s~ 1)Y(s) =1

Ratkaistaan yhtilopari Cramerin s#znn6lld (ks. kappale 0.5). Yhtéloparin kerroindeterminant-
ti on

s+1 -1 B ey
' s_l‘—(s+1)(s—1)+2—s o1,
joten
"
1 s-1 (s-1)+1_ s
X = = =
O =" = e e O
s+1 1’
2 1 (s+1)-2  s-1 s 1 :
Y = = = = —_ —_
)= T = el el sl el oSSt

Ratkaisu on siis

X = cOS¢
y =cost —sint

at.
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x'=x+y+sint x(0)=2

y'=5x-3y —cost

x'=2x+3y+t  [x(0)=-0,32

Y =3x+2y+3

xX"+y +x=Te™ {x(O) =0 {x’(O) =1

11. ,
w0)=3 |y(0)=-4

1.4.3 Matematiikkaohjelmien kéaytto

Edellisissi kappaleissa todettiin, ettd differentiaaliyhtélén tai differentiaaliyhtdléryhmén ratkai-
seminen Laplace-muunnosta kiyttiden voidaan jakaa seuraaviin vaiheisiin:

10.

yx —x=7e*

1. Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtélot. A
2. Ratkaistaan kohdassa 1 saaduista algebrallisesta yht#l6sté ratkaisun Laplace-muunnos.
3. Kaiinteismuunnetaan ratkaisun Laplace-muunnos.

Sopivaa matematiikkaohjelmaa kiytettédessd on késin laskettava ainoastaan kohdan 1 differenti-
aaliyhtiloissd esiintyvien tuntemattomien funktioiden ja niiden derivaattojen Laplace-
- muunnokset. derivaatan. Laplacesmuunnoss#dntod: kiyttden. Tdméd sddntd ottaa automaattisesti.
huomioon alkuarvot: Lopun voi tehdd:matematiikkaohjelmalla.

Seuraavissa esimerkeissé esitelldin Maplen kayttod differentiaaliyhtdléiden ratkaisemisessa Lap--
lace-muunnosten avulla. Sama tekniikka. toimii myds esimerkiksi laskimessa TI-8916,

Maplea kiiytettdessd on ensin ladattava integraalimuunnosohjelmat muistiin komennolla
>with (inttrans) :
ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan differentiaaliyhtdld
Y+ 7y +12y =t +cos2t, ¥(0)=2, y'(0)=-3.
Laplace-muunnetaan differenssiyhtélén vasen puoli késin ja oikea puoli Maplella (Maplen
komento laplace)
> gA2%Y~2%g+4+3+T* (s*Y-2)+12*Y=1laplace (t+cos (2*t) ,t,s) ;

5'2Y——25'—11+7SY+12Y=—~12~+ 2S
§ 8 +4

Ratkaistaan téstd ratkaisun Laplace-muunnos ¥ (Maplen komento solve; % viittaa edelliseen
tulokseen):

>solve (%,Y) ;

16 T agkimeen TI-89 voi netistd imuroida Laplace-muunnosohjelman.
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25 +98+ 115" +455*+4
S +4) (P +Ts+12)

Ratkaisu on timéin Laplace-kdanteismuunnos (Maplen komento invlaplace):

>invlaplace(%,s,t);

229 (4n 571 (~3r) 7 t 7
80 ¢ 17° 65 cos(21) + 35 SIn(2 )+ 3~ gy
Siis differentiaaliyhtdlon ratkaisu on
y= —ge"” +—5—7—1e’3’ +10032t+lsin2t+—t——L
80 117 65 130 12 144

. Ratkaistaan differentiaaliyhtdloryhmé
X =4x—5y+sin2t  [x(0)=2
{y’z—x+7y+cost {y(O)z—l
Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtélst. Sijoitetaan ne muuttujiin yhtl ja yht2.
>yhtl:=s*X-2=4*X-5*Y+laplace(sin(2*t) ,t,s);

yhtl =sX—-2=4X-5Y+ 22 ............
s+ 4

>yht2:=s*Y+1l=-X+7*Y+laplace(cos(t) ,t, s) ;
yh2 =sY+1=-X+T77Y+

$2+1

Ratkaistaan yhtdloryhmistd ratkaisujen-Laplace-muunnokset X ja Y:

>ratk:=solve({yht1, yht2}, {X, Y}):;
95" —59 2~ 105+75 ~50+25
ratk == {X

28s +11982 492455 =118 -555 44
B =35 +95-1252+205-6
285t +1192+92+s5— 115 ~555° - 44

Laplace-kéddnteismuunnetaan, jolloin saadaan ratkaisu.

>invlaplace (rhs (ratk[l]) s,t); # x(t):n lauseke

2 1 2, 116 354
1cos(t)+ sin(t) - 845 os(1)” + 345~ 345 sin(#) cos(t)

e (%) (21556 Cosh(tﬁ9]+106sz | J""z'"b”"sinl{tggn

9295 2 29

>invlaplace (rhs(ratk[2]) ,s,t); # v (t):n lauseke

44 2, 22 38 9 2
8~45 cos(l‘) 845 845 S]n([) COS(l) ,,,,,,,,,,,, Cos(l‘) _.|_ ............ 511'1(1‘)

11¢

5 (132 co 12 ) 5738 5 {112

2 29

35
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Edelld ratk[1] viittaa listan ensimméiseen alkioon, josta rhs poimii oikean puolen (lhs poi-
mii yht&lén vasemman puolen).

Huomautus. Maplessa voidaan differentiaaliyhtild ja differentiaaliyhtdléryhma ratkaista suoraan
komennolla dsolve.

1.5 Sovelluksia

1.5.1 Si&hkoéiset peruskomponentit s-tasossa

Passiiviset sihkopiirit koostuvat kolmesta peruskomponentista: vastus, kondensaattori ja kela.
Lisdksi piirissd on jdnnite- tai virtaldhteitd, jotka voivat olla vakioita (tasajénnite tai -virta) tai
ajan funktioita (vaihtojénnite tai -virta).

Tarkastellaan peruskomponenttien lapi kulkevan sdhkovirran i ja komponentin pdiden jdnnite-
eron eli jannitehdvion v vilistd yhteyttd. Vastaavat isot kirjaimet tarkoittavat Laplace-
muunnoksia:

i1
vV
Seuraavissa tarkasteluissa ajan alkuhetki on t = 0.

Scahkovirran voimakkuus i on sdhkovarauksen q muutosnopeus eli sihkovarauksen derivaatta
ajan ¢ suhteen:

,_da
dr’
Jos varaus alkuhetkelld on nolla, niin

q(t)= I_fidt

Vastus R

Vastuksen resistanssi R on vastuksen jénnitteen ja virran suhde. Siis jinnitehévi on
v=Ri

Laplace-muunnettuna timé on — R —
V =RI

Kondensaattori C
Kondensaattorin kapasitanssi C on kondensaattorin varauksen ja jannitteen suhde. Siis varaus
q=0Cv.

Derivoimalla saadaan
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e ®
dt
Jos kondensaattorin varaus tai jénnite alkuhetkelld on nolla, niin jinnitehdvio
1 !
vit)=— |idt.
01
T#mén Laplace-muunnos on (séidntd S8)
V= S I.
Cs
Kela L
Kelan induktanssi L on jannitteen ja virran muutosnopeuden suhde. Siis jannitehdvic
v=1L di
dt

Jos virran voimakkuus alkuhetkelldi on nolla, niin L
1 1

(t)=— |vdt.
0=

Témén (tai tdimén edellisen) Laplace-muunnos on
V =Lsl.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd jos peruskomponentin alkutila on nolla, niin

Peruskomponentin jinnite-eron-Laplace-muunnos:saadaan kertomalla virran voimakkuuden Lap-
lace-muunnos lausekkeella Z.

V=2,
missid Z on

s

e R vastukselle, jonka resistanssi on R

1 . . .
) T kondensaattorille, jonka kapasitanssi on C
s

e Ls kelalle, jonka induktanssi on L

1.5.2 RLC-piirin ratkaiseminen
S#hkoiset peruspiirit voidaan ratkaista kéyttémélld Kirchhoffin!7 lakeja:

e Virtalaki: Johtimien liitoskohtaan tulevien ja siitd poistuvien virtojen summa on yhti
suuri.

o Jinnitelaki: Virtapiirin jokaisessa silmukassa ldhdejénnitteiden summa on jdnnitehdvioi-
den summa.

RLC-piirien ratkaisemiseen on kaksi tapaa:

17 Gustav Robert Kirchhoff (1824-87) oli saksalainen fyysikko, joka loi perustan modernille limpdséteilyteorialle
ja spektrianalyysille. Keksi my6s lait virran haarautumisesta sihkojohtimissa.
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. Virtapiireji kuvaavat yhtilot kirjoitetaan aikatasossa, jolloin syntyy differentiaali- ja integ-

raaliyhtdloitd . Ndm4 ratkaistaan esimerkiksi Laplace-muunnostekniikalla.

Piirretéisin vastinpiiri s-tasossa. Muodostetaan Laplace-muunnoksia koskevat algebralliset
yht#lst, joista ratkaistaan kysyttyjen suureiden Laplace-muunnokset. Ndm4 sitten kédnteis-
muunnetaan.

Seuraavassa kiytetdsn jalkimmdistd tekniikka. Tarkastellaan virtapiirien ratkaisemista esimerk-
kien avulla.

ESIMERKKEJA

1.

Kuvan virtapiirissi R=2€Q, L=1H, L
C=0,5F ja U=50V. Kytkin suljetaan het- /S Y
kelld ¢ = 0, jolloin kondensaattorin jdnnite ja
kelan virta ovat nollia. M#éritd virranvoi-
makkuus ajan funktiona.

Ratkaisu: Piirretdédn vastinpiiri s-tasossa.
Lasketaan perusyksiksissd Q, H, F, V ja jétetddn yksikot merkitsemattd,
Kirchhoffin jénnitelain mukaan ([ =1 (s))

RI+stl+—1=Y Ls

sC N /

Sijoittamalla arvot saadaan
1 50
20+ 8]+—1="— 1
0,55 s Che L
s

Kerrotaan yhtdlé puolittain s:114 ja muoka-
taan

251 + 521 +21 =50 I
(s> +2s+2)r =50 R
Ratkaistaan [ ja k&#nteismuunnetaan.

50 50 50
sP4254+2  sP4+2s+1-142 (s+1)2+1

<> 50e™ sint

Vastaus: Virranvoimakkuus i = 50e™ sint A .




Laplace-muunnokset

2. Kuvan virtapiirissi R;=5Q, R,=10Q, L=0,02H ja
U= 100 V. Kytkin suljetaan hetkells ¢ = 0, jolloin kelan vir-
ta on nolla. M&#ritd virranvoimakkuudet ajan funktiona.

Ratkaisu: Piirretdén vastinpiiri s-tasossa.

Lasketaan perusyksikdissd Q, H, F, V ja jétetdtin yksikot Ry
merkitsemtta.
Kiytetdin Kirchhoffin jinnitelakia virtasilmukoihin _I::j—

LsI, + R,I, — LsI, = v
s
RI,+Lsl,—Lsl; =0
Sijoittamalla arvot saadaan \
100

0,02s7, +101, = 0,025, = —
N

|51, +0,025I, —0,0251, =0

eli

-

(0,025 +10)1, — 0,025, = 100
S

<

- 0,02s7, + (0,025 +5)I, =0
Ratkaistaan yhtélopari Cramerin sdénngdlld. Kerroindeterminantti on

0,025+10 —0.02s
-0,02s  0.02s+5

Siis

100 _ 0,02s

s
0 0,02s5+5

2+@9
N

25+500 _ 25+500
: 0,35 + 50 03s+50 (0,35 +50)  0,3s(s+166,7)

Muodostetaan osamurtokehitelmé

a=—9  _19
25+500 4 B .- 0,3-166,7
—— = —+ —————, MISSd
03s(s+166,7) s s+166,7 2-(-=166,7)+500 _
0,3-(~166,7)

= (0,025 +10)(0,025 +5)-(0,025) = 0,35 +50.

-3,33

39
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Siis
I = %Q —~ % < 10-3,33¢™%"
0,025 +10 %Q
g, L7000 2 2 6,670

035+50  03s+50 03(s+166,7)
Vastaus: Virranvoimakkuudet ovat i, = (10—3,3e“166’7’)A, i) = (6,67e"166’7’ )A

1. Kuvan RL-piirissi kytkin suljetaan hetkelld ¢=0.

M&iritd sihkdvirran voimakkuus ajan funktiona, kun

R=1Q, L =2Hjalthdejinnite U =10sin50¢ V. U—

R
L,
.

2. Kuvan kytkenndssé on U=110V, R=30Q, @

Ri=10Q, R,=40Q, Ly =1H ja L,=3 H. Hetkelld I

=0 kytkin suljetaan. Ma#ritd sahkovirtojen voimak- | \

kuudet 7; ja i ajan ¢ funktiona.

U
1.6 Erikoisfunktioita
A
1.6.1  Yksikkoaskel | u)
Yksikkoaskel eli Heavisiden!8 funktio # miiritellddn
seuraavasti: > ¢

18 Qliver Heaviside (1850-1925) oli englantilainen fyysikko ja teoreettisen sihkdtekniikan tutkija. Hén kehitti ope-
raattorilaskennan, joka yksinkertaisti sahkdtekniikan laskutoimituksia. Hinen tutkimuksensa loivat perustan radiolii-
kenteelle.
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0,kunz <0
u(t) =
Lkunt >0

Hyppiys 0:sta ykkoseen tapahtuu siis hetkelld = 0. Jos hyppéys tapahtuu hetkelld ¢ = @, niin on
kyseessi funktio u(t - a).
Sakarapulssi médritelldéin seuraavasti:
Akuna<t<b
/)= .
0, muulloin

1)

Yksikkoaskelta kéyttéden tim# voidaan kirjoittaa 4

(0= Alule - a)-ule-b)]

Yksikkoaskeleen Laplace-muunnos on (kaava K1)
1
Llufe)]=- .
s
Saantdd S5 kéyttéen saadaan (a = 0)
Lt - )] = &

Siten sakarapulssin Laplace-muunnos on (b > a > 0)

LU= L{Au(e - a)- ule - b)]| = A(Lfule - )] - L[u(e - b))

Yksikkopenger p médritelldtin seuraavasti:

(t)~ 0,kunt <0
P t,kunt =0

Yksikkoaskelta kdyttden tdimé voidaan kirjoittaa
plt)=rule) > ¢
Yksikkopenkereen Laplace-muunnos on (kaava K2)

1
EGIE S
Viivistetyn yksikkdpenkereen
ple-a)=ult-a)p(t-a),
Laplace-muunnos saadaan sééintod S5 kdyttéden (a > 0)

L@@ﬂm=if. g y=10)

ESIMERKKEJA
1. Muodosta kuvan funktion £(¢) Laplace-muunnos.
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Ratkaisu: Funktio saadaan siirtimélld yksikkopengertd 4 yksikkod positiiviseen suuntaan,
Siis

f@)=ple-4)
Siten Laplace-muunnos on

o

L[f(l‘)] = e_ML[p(t)] ) _;2—,

Muodosta kuvan funktion f (t) Laplace-muunnos. A

Ratkaisu: Funktio voidaan lausua yksikkdpengertd Y y=f (t)
kdyttden seuraavasti (Huomaa muodostustapal)

f(6)=2(plt-4)- p(r-8)).

Siten Laplace-muunnos on . >

2 (a5 s 4 8
=2 o)
Olkoon freaaliakselilla mééritelty funktio. Funktiosta f'voidaan leikata valilld [a,b] oleva osa

g(t):{f(t),kunaSt<b

0 ,muulloin

yksikkdaskelta kéyttéden

g(t)= f(lult - @)~ ule - b)].

Sakarapulssi saadaan leikkaamalla osa vakiofunkti-
osta. a b

| 8) f()=2ult-1)
b) /(t)=3(ult ~2)-ult~5))
) f(t)=3ult—2)-ult-5)

Lausu kuvan funktio yksikkdaskelta kiyttien. Muodosta Laplace-muunnos.

2
1 T

-14

Midritellddn signumfunktio seuraavasti:
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~Lkunt <0
sgn(t)=10,kunt =0
Lkunt>0

Lausu timd yksikkoaskelta kdyttden.

4. Lausu kuvan funktio yksikkdaskelta ja yksikkOpengertd kéyttdien. Muodosta Laplace-
muunnos.

1.6.2 Diracin deltafunktio

Jrjestelmié voidaan tutkia viemélld jérjestelmén sisdsinmenoon erilaisia testisignaaleja ja tutki-
malla jirjestelmén vastetta tillaisiin signaaleihin, Erés paljon kéytetty testisignaali on Ayvin voi-
makas ja kapea pulssi. Idealisoidussa muodossa tdmé voidaan muodostaa sakarapulssin raja-
arvona seuraavasti:

Tarkastellaan sakarapulssia
1
— kun0<t<h
5, (t ) =3h

0, muulloin

Yksikktaskelta kiyttden tdmé voidaan esittids muodossa.

5, (t) _ u(t)— u(t - h)

h

»- ¢

NS
>
R
(@7]
=
N’

Kun 4 ldhestyy nollaa, niin pulssin & h(t) korkeus % kasvaa rajatta ja leveys 4 ldhestyy nollaa.

Pulssin pinta-ala on kuitenkin aina yksi:

wfsh(t)dt = Z[Sh(t)dt =%-h =1.

-0

Voidaan ajatella, etti raja-arvona saadaan origossa ddrettdmén korkea ja dérettdmén kapea pulssi
Diracin!® deltafunktio eli yksikkoimpulssifunktio

8(t) = lims, (1) = 1iml@“_:("_h) ,

h—-0

jolle pétee

19 paul Dirac (1902-84) oli englantilainen matemaatikko ja fyysikko. Hén tutki kvanttimekaniikkaa, Dirac sai Nobe~
lin fysiikan palkinnon v. 1933.
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oo, kunt =90
8-
O,kunt =0

ja
?S(t)dt =1,

Oikeastaan kyseessi on ns. yleistetty funktio eli distribuutio, jolla on ominaisuudet:

o 3(f)=0,kun¢=0

e Jos fon jatkuva pisteessé a, niin

[ 08l = 1(a) . S

Yhtils (*) voidaan myds kirjoittaa muodossa
b‘ (a—t)dt = f(a).

Perustellaan yhtild (*) jatkuvan funktion tapauksessa: Funktion 8, mééritelméin perusteella

jf ,,t a —%I

Jos f on jatkuva pisteen a ympéristdssd, niin integraalilaskennan véliarvolauseen mukaan on

olemassa & € }a, a+ —;;[

jf@m@~@m=%f@ﬁ=f@)

Ottamalla téstd raja-arvo, kun s — 0, saadaan yhtdlo (*).

Formaalisti20

{
IS(t)dt _ {O, kunz <0
= Lkunt >0

ja
8(t) —lim U(f)— u(t - ]’l) = lim u(t - h)—- u(t) _ iu(t)
h—0 h h—0 —-h dat
Yksikkoaskeleella ja Diracin deltafunktiolla on siten seuraavat yhteydet:

20 Tarkat perustelut edellyttivit distribuutioiden teoriaa.
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. %u(t) =3(¢)

Diracin deltafunktio on siis yksikkdaskelfunktion derivaatta. Témé kuvastaa sitd, ettd yksikkoas-
kelfunktion muutosnopeus on nolla, kun ¢ # 0 ja d4retén kun 1 =0.

Diracin deltafunktion Laplace-muunnos

Ls()]=1,

sillg
Ls()]= [se)edt =" =1.
0
Kayttden sdéntéd S5 saadaan yleisempi kaava )
L3(t —a)]= e,
missd a 2 0.
ESIMERKKEJA

1. Mésrit wj(ztz +1)(t - 3)at

Ratkaisu: Yksikk6éimpulssifunktion ominaisuuden perusteella integraalin arvo on funktion
2t* +¢ arvo pisteessi 3. Siis

0](2t2+t)6(t~3)dt=2-32 +3=21.

2. Ratkaise differentiaaliyhtils y" -y = 8(t = 3), »(0)=2, »'(0)=1.
Ratkaisu: Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtélo
s?¥(s)-2s—1-Y(s)=e™
Ratkaistaan ¥ (s)
(s2 - I)Y(s) =2s+1+e™

2s+1 e
Y(s)=2 "4 5
() s2~1+s2—1

Koska 5% —1= (s +1)(s - 1), muodostetaan osamurtokehitelma

Azz-(—1)+1___l

2541 A B . -1-1 2
G-l s+l s S 21+ 3
1+1 2

Siten
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2643 11 31 1. 3,
(s+1)(s—-1) 2s+1 2s-1 "2 2

Kaavan K9 ja sdéinntn S5 mukaan

" © ult —3)sinh(z - 3).

2
S —
Siis differentiaaliyhtélon ratkaisu on

y(t) = %e“’ + %e’ +u(t—3)sinh( —3)

| HARJOITUSTEHTAVAT 1.6:

5. Ratkaise differentiaaliyht&lot
a) »"+y=3()
b) y'-3y'=8(r-2)
c) y'+y= u(t—l)
Alkuarvot kaikissa kohdissa ovat y(0)=y'(0)=0.

1.7 Siirtofunktio

1.7.1 Lineaarinen jérjestelma

Jirjestelmiillii tarkoitetaan séhkoistd.tai-mekaanista laitetta tai systeemid, jolla on tietty sisddn-
menosignaali (input) ja tietty ulostulosignaali (output). Jos jirjestelmén sisdiselld rakenteella ei
ole merkitysti, kuvataan jérjestelmé usein mustana laatikkona. Seuraavassa sisddnmenosignaalia

sanotaan heriitteeksi ja ulostulosignaalia vasteeksi.

Tarkastellaan yleisesti jarjestelmés, jonka heriite on x{t) ja vaste on y(¢) = P[x(¢)]:

x(t)

)

—P

Jirjestelmd on lineaarinen, jos vaste riippuu lineaarisesti herétteesté:

P(x’lxl +7u2x2)=?\,1P(x1)+7»2P(x2)

kaikille hertteille x, ja x,, missd A, ja A, ovat vakioita. Témé voidaan yleistdd mielivaltaisille

summille

P(ZMMJ = Z%kP(xk),

missd x,,...,x, ovat herétteitd ja A,,...,A, ovat vakioita.

J
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ESIMERKKEJA
1. Toisen kertaluvun jérjestelmii. Lineaarisia jirjestelmid mallinnetaan usein differentiaa-
liyht#loilla,
Tarkastellaan seuraavanlaista 2. kertaluvun mallia:
a,y"(t)+ aly’(t) + aoy(t) = byx(t),
missé x(z) on jérjestelmin heriite, y(¢) on jarjestelman vaste ja kertoimet a,, a,, a,, b, ovat
vakioita, a, # 0.

" Asetetaan lisdksi vaatimus, ettd hetkelld ¢ = 0 jirjestelmi on lepotilassa eli differentiaaliyhtd-
16n ratkaisun y alkuarvot ovat nollia:

{y(o) =0

y(0)=0

Tilloin?! vaste y riippuu lineaarisesti herdtteestd x:

Jos P(xl): v, P(x,)=y, ja A, A, ovat vakioita, niin
a i+ ay +ay, =byx
@ Y5 + Y5 + 8oy, =bpX,.

Siten

a, (7‘1% +h Y, )" +a (7‘13’1 + 020, )I +a, (7‘13’1 + 7“2)’2)
=, (@) +a,y, +a,y, )+ M, (a8 +ay, +a,y,)
=N X+ A, X,
ja
{}\‘lyl (O)"' Moy, (0) =0
}Vly;(o)'l' ) (0) =0
Téten
y=MY MY,
on differentiaaliyhtdlon
azy”(t) + aly’(t) +a,y{t)=b,(\x, (t) + A, %, (¢))
ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot
{y(o) =0
y(0)=0
Ratkaisun yksikésitteisyyden nojalla
P(hyx, + 0,3, ) = A, P(x, )+ A, Pxy).

Siis kyseess# on lineaarinen jérjestelma.

21 Jitetdsin aikariippuvuus £ merkitsemstta,
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2. Tarkastellaan puhdasta viivettii eli jarjestelmis, jossa signaalien viive on £, > 0. Jos jérjes-
telmén herite on x(f), niin vaste on x,(f)= x(t —¢,). Tém4 jétjestelméd on lineaarinen. Tar-
kista asia mééritelmé&n perustuen!

x 4 0

Iy

Lineaarista jérjestelméi sanotaan aikainvariantiksi, jos sen kiyttdytyminen ei riipu ajasta. Téméa
voidaan ilmaista matemaattisesti seuraavasti:

Jos heriitteen x(z) vaste on y(¢), niin herditteen x(¢ —¢,) vaste on yit—1,)

eli
jos (t)= P[x{0)], niin p(t~1,)= Plx(e -1, )].
Lineaarisen jirjestelmén impulssivasteella tarkoitetaan yksikkoimpulssin vastetta.

ESIMERKKEJA
3. Tarkastellaan puhdasta viivettd, jossa viive on ¢, > 0. Tdmén jérjestelmén impulssivaste on

©h(t)=8(t-1,).
1.7.2 Konvoluutio

Olkoon f (t) ja g(t) Laplace-muuntuvia funktioita, joille pétee

ft)=gl)=0,kun ¢ <0.
Funktioiden fja g konvoluutiolla tarkoitetaan funktiota

(7*8)0)= [/(ele~u)du

Voidaan osoittaa, ettd konvoluution Laplace-muunnos mééritetdéin seuraavasti:

L[(f * )= LU W)]el2 )]

eli

(£ *8)e) & Fls)o(s).

Siis aikatason konvoluutiota vastaa s-tasossa tulo.

T#mén kaavan perusteella voidaan pédtelld, ettd konvoluutiolle pétee
o vaihdantalaki: f*g=g* f
o liitantilaki: £*(g*h)=(f*g)*h
e osittelulaki: f* (g + h) =f*g+f*h
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Kappaleen 1.6.2 mukaan
[ £)8(t — u)du = j F)8(t = u)du .

Koska 8(f —u) = 0, kun u > ¢, voidaan tam4 kirjoittaa muotoon

= ]f(u)S(t—u du
Siis
J=1*8,

mistd ndhddén, ettd Diracin deltafunktio on konvoluutiotulon yksikkdalkio.

Konvoluution sovelluksena tarkastellaan lineaarista aikainvarianttia jirjestelmdd P, jonka im-
pulssivaste on h(t):

He)= P[s()].

Olkoon jérjestelmén heréte x(t) sellainen, eftd x(t) =0,kun¢ < 0. Tillsin

K)=()e) = [l - ).

Pienten differentiaalien menetelmdssd integraalin

Ix t udu

ajatellaan .olevan termien x( )S(t u)du ddretén summa. Koska jérjestelmé on lineaarinen on
jérjestelmédn vaste?2

! i

6)= P - p{ Telwet —u)du} ~ TelPlste—u)ls.
0 0

Jdrjestelmén aikainvarianssin perusteella

P[8(z ~u)] = n(t —u),

joten

-

H

Jx At —u)du = (x* 1))
0

Konvoluution vaihdannaisuuden perusteella tdimé voidaan kirjoittaa my6s muotoon

o) =(n*x)e)

Saadaan siis seuraavaa tulos:

Jos jérjestelman impulssivaste on A(¢), niin herditteen x(¢) vaste on ()= (n*x)¢).

22 Tarkka perustelu sivuutetaan,
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ESIMERKKEJA
1. Lineaarisen jérjestelmén impulssivaste on
Wt)=e™ (a=0).
Médritd herdtteen
x(t)=t
vaste y(t).

Ratkaisu: Jirjestelmén vaste

§0)= (0% 2)0)= [le — e = [ uds = &7 [e™ s

0 0

Lasketaan integraali osittaisintegroinnilla. Valitaan

' au _1 au
{f ((”;)‘e ,jolloin 7 )=
Ul=u !
& g'lu)=1
Siis
! t1 ‘1 t1
Ie(luudu:[_eauu_J.__eaudu:lemt_‘__z_eau :lteat Zeat_l_ ;
0 oda Oa a 0a a a a
ja vaste on
y(t):e—at(ltaat __LZeat +L2J:___1?+lt+%e—al
a a a a a a

1. Lineaarisen jédrjestelmén impulssivaste on h(t) =¢ ', Mi#rit4 jirjestelmin vaste, kun herite
on

a) x(t) =u(f) b)  x(t)=sin().

1.7.3 Siirtofunktio

Lineaarisen aikainvariantin jirjestelmdn siirtofunktiolla tarkoitetaan impulssivasteen Laplace-
muunnosta. Jos jarjestelmén impulssivastetta merkitdin h(t), on siirtofunktio siis

H(s) = Z[A)].

Olkoon nyt jérjestelmén herédte x(t) ja vaste y(t) ja ndiden Laplace-muunnokset vastaavasti
X(s) ja ¥(s). Vaste voidaan esittia impulssivasteen ja heritteen konvoluutiona

o) =(h*x)().

Ottamalla tistd Laplace-muunnos saadaan
Y(s)= H(s)X(s).

Siis siirtofunktio on
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)= 1)

X(s)

eli siirtofunktio on jirjestelmdn vasteen ja herdtteen Laplace-muunnosten osamddrd.

Kun jérjestelmén siirtofunktio tunnetaan, niin vasteen Laplace-muunnos voidaan laskea kerto-
laskulla

Y (s) = H(s)X (s) .

Siirtofunktio siséltd4 tiiviissd muodossa informaation jérjestelmin ominaisuuksista. Jarjestelmén
kdyttaytymistd voidaankin analysoida tutkimalla jarjestelmén siirtofunktiota.

ESIMERKKEJA

1. Toisen kertaluvun jirjestelmin siirtofunktio. Johdetaan kappaleen 1.7.1 esimerkin 1 toi-
sen kertaluvun jérjestelmén

023"+ 0y (0)+ 4o = byx() {

siirtofunktio:

Laplace-muunnetaan differentiaaliyhtlo:
a,5%Y (s)+ a,sY (s)+ a, Y (s) = b, X (s).

Ratkaistaan ¥ (s):

Y(s)= —~————2b°X(S) .

a,s” +as+a,

Siis jérjestelmén siirtofunktio on

H(s)= 1 (s) _ by

X(s) a,s*+as+ag
2. Lineaarisen jérjestelmén impulssivaste on
H)=e  (a0).
Midritd herdtteen
W)=t
vaste y(t).
Ratkaisu: Kappaleen 1.7.2 esimerkissd 1 tehtiivé ratkaistiin konvoluutiota kdyttden. Ratkais-
" taan nyt tehtédvi siirtofunktiota kéyttéen.
Jérjestelmén siirtofunktio on
H(s)=L]e]= S:l—a .
Heritteen Laplace-muunnos on
v(s)=Llf]= ;L .
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Siten vasteen Laplace-muunnos on

Y- A= =

Timén osamurtokehitelmi on (johda tima!)

11 11 1 1
Yls)=—— -+ -+ .
(s) ats as® a’s+a
Kidnteismuuntamalla saadaan vaste
1 1 1 _.
t=——+—t+—e™.
y() 2 a P

Tarkastellaan puhdasta viivertd, jossa viive on ¢, > 0. Oletetaan, ettd hertteelle x(t) pétee:
x(t)=0, kun ¢ < 0. T4llsin vaste

X4 (t) = ”(t - to)x(t _to)’

missé u(t) on yksikkdaskel.

S#dnnon S5 mukaan vasteen Laplace-muunnos on
X, (s)=e™X(s).

Viiveen siirtofunktio on siten

X, (S) tgs
G(s)= X(s) =e ",

TAmé on tietenkin impulssivasteen (kappaleen 1.7.1 esimerkki 3) Laplace-muunnos
L3t -¢,)]=e™

Tarkastellaan kuvan alipddstosuodatinta.

u(t) C=r )

Jirjestelmén herdtteend on jinnite u(t) ja vasteena jénnite y(t). Jérjestelmd on lineaarinen,
jos kondensaattorin alkujédnnite on nolla eli y(O) =0,

Suoritetaan tarkastelu s-tasossa. Olkoon kondensaattorin I4pi kulkeva vitran L-muunnos 1(s)
Télloin

ja
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U(s)= RIl)+ - 1(9)= (R : Csz(s)

Téten s
¥(s) _ Elv; 1(s) _ L
U(S) (R_I_CLSJI(S) 14+ RCs

Siis alipddstosuodattimen siirtofunktio on

3. Lineaarisen jérjestelmén siirtofunktio on

1 35+8
G(s) = — =
) (S) §* o) G(S) s +55+6
1
G(s)= ———o
© (S) st +s+1

Midritd impulssivaste.
4, Lineaarisen jérjestelmén siirtofunktio on
1
H (s) = PR
Méidritd jarjestelmén vaste, kun heréte on
a) x(t)=ult) b) ()= u( 3).
5. Lineaarisen jirjestelmén impulssivaste on h() e, Madritd jdrjestelmén vaste, kun heréte
on
a) x(t)=ult) by  x(t)=sin(t).

Kiytd vasteen mééritdimisessd siirtofunktiota (vrt. tehtdvd 1.7: 1).

1.7.4 Stabiilisuus

Jdrjestelmien stabiilisuus on térked ja usein vilttdméton ominaisuus. Epéstabiili jérjestelm4 ajau-
tuu nimittédin helposti lineaarisen toiminta-alueen ulkopuolella, jolloin jérjestelmén kéyttdytymi-
nen ei ole hallinnassa. Stabiilisuus mééritelldéin seuraavasti:
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Lineaarinen jérjestelmi on stabiili, jos rajoitetun herdtteen vaste on rajoitettu. |

Esitetééin joitain stabiilisuuteen liittyvid tuloksia.

Lineaarinen aikainvariantti jérjestelmi on stabiili, jos impulssivasteelle h(t) pétee

0]|h(t){dzf <o, 1
0 i

Perustelu: Merkitién § = ]h(t)dt < 0. Olkoon heriite x(f) rajoitettu: |x(+} <M kaikilla £ Tal-
16in vaste y(¢) voidaan esittis konvoluutiona (ks. kappale 1.7.2)
W)= (h* xXe) = jh
Viemalld itseisarvot integraalimerkin sisalle saadaan arvio
0 < [Pl o) < 0 i = 15 <o
) )

Siis vaste on rajoitettu. Koska mielivaltaisen rajoitetun herétteen vaste on rajoitettu, on jérjestel-
m4 stabiili.

Jos lineaarisen jirjestelmén siirtofunktio on rationaalifunktio, niin jarjestelmé on stabiili, jos ja
vain jos siirtofunktion napojen. reaaliosat ovat negatiiviset eli navat sijaitsevat negatiivisessa
puolitasossa.

Tarkkaa. perustelua tille tulokselle ei esitetd. Esitetd4n kuitenkin todistuksen idea.
Siirtofunktion esamurtokehitelmé koostuu seuraavaa.muotoa. olevien termien summasta:

A
L. n
(s-a)
As+B . .
2. ;- , missd polynomin s* +as + b nollakohdat ovat s, =0 ki,
(sz + as + b)
Muodon 1 k#dnteismuunnos on muotoa
A/tn—leal

Tém4 pysyy rajoitettuna kun ¢ kasvaa rajatta, jos a < 0.
Muodon 2 k#finteismuunnos on muotoa

(4'cosBt + B'sinr)""e™ .
Témé pysyy rajoitettuna kun ¢ kasvaa rajatta, jos a. < 0.

Siis siirtofunktion k##inteismuunnos eli impulssivaste on rajoitettu, jos siirtofunktion napojen
reaaliosat ovat negatiivisia. Tdm4 merkitsee, ettd jérjestelmé on stabiili,

ESIMERKKEJA
1. Lineaarisen jérjestelmén siirtofunktio on
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3s+1
H(s)=————.
) 5% +55+8
Selvitd jérjestelmin stabiilisuus.
Ratkaisu: Jérjestelmén navat ovat siirtofunktion nimittéj&n nollakohdat

NG

s2+55+8=0& s, I LN
' 2 2

Koska nollakohtien reaaliosat ovat negatiivisia, on jérjestelma stabiili.

1 3s+8
B G)=5 b 6= 55
i
G(s)=———
9 Gls) sT+s+1

Selvitd jérjestelmén stabiilisuus.

1.8 Dynaaminen lineaarinen jérjestelmé

1.8.1 Tilaesitys

Tarkastellaan sddtotekniikassa esiintyvad monimuuttujajirjestelmdd, jossa heréte ja vaste voivat
olla.vektoreita. Merkint4- R" tarkoittaa n-pystyvektoreiden

Xy
X2
x=|,
x"
joukkoa.

Jatkuvan aikainvariantin lineaariseen jérjestelmén tilaesitys on
x'(t)= Ax(t)+ Buft) .
e v
missé
o x(t)eR" on jirjestelmsn tila
o u(t)eR™ on heriite

o y(t)eR" on vaste.
Y114 vakiot 4, B, C ja D ovat matriiseja, joista 4 on nelidmatriisi.
Tilaesityksessd

o differentiaaliyhtild
x'(t) = Ax(t)+ Bult) (**)
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kuvaa jirjestelmin sisdistd dynamiikkaa.
o vastefunktio
y(t) = Cx(t)+ Du(t)
kuvaa vasteen y(t) riippuvuutta tilasta x(¢) ja heritteests u(t).

Yhtilon (*) mukainen lineaarinen jirjestelmid on kappaleen 1.7.1 mielessd lineaarinen, jos
differentiaaliyhtalon (**) alkutila on nolla: x(0)=0

ESIMERKKEJA
1. Toisen kertaluvun jérjestelméin tilaesitys23.
Tarkastellaan 2. kertaluvun mallia
y”(t) + aly’(t) + aoy(t) = bou(t),
missé u(t) on jérjestelmén herite, y(t) on jérjestelmén vaste ja kertoimet a, ,, b, ovat va-
kioita. (vit. kappaleen 17.1 esimerkkiin 1; tdssé kerroin a, =1).

Tilaesitys muodostetaan muuntamalla differentiaaliyhtéls normaaliryhmdksi:
a. Ratkaistaan korkein derivaatta:
y'=-ay'—a,y+byu
b. Maidritellddn kaksi funktiota (kertaluku 2)
{xl =)
X, =y
c. Tallsin

t I3
X =Y =X
X, =y =—a,y' —a,y+byu=—a,x, —ayx, +byu

josta saadaan normaaliryhmé

X =X,
X =—a x, ~a,x, +bu
2= 172 01 0

Edelld oleva normaaliyhtlé voidaan kirjoittaa tilaesityksend seuraavasti:
d| x 0 1| x 0
— = |
dt| x, ~a, =—a, | x, b,
X
y=[ 0{ 1 ]
X2
Siten jérjestelmén tilaesityksen matriisit ovat

A:[ 0 1 } B=[ﬂ, c=[t o], b=][o].

4y 4

2. Differentiaaliyhtiiléoryhmiéin tilaesitys.

23 Menettelytapa yleistyy korkeampikertalukuisiin vakiokertoimisiin differentiaaliyhtalsihin.
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Differentiaaliyhtédl6ryhmé
x| =—=2x, +3x, +u, —u,
Xy =3x, —5x, +2u,

voidaan esittdi matriisimuodossa seuraavasti:

dix| [-2 3 |x N 1 —1{u,
dt|x,| |3 -50x| |0 2|u,|
Jos jérjestelmén ulostulo on

y=x+x,+tu,,

niin vastefunktio on

y=h.l{2]+k)1{2}.

Jérjestelmén tilaesityksen matriisit ovat télldin

A:fz 3},3:? ;ﬂ,0=h 1], p=[o 1]

3 -5 0

1.8.2 Siirtofunktioesitys

Tilaesityksessd esiintyy vektoriarvoisia funktioita. Vektoriarvoisten funktioiden Laplace-
muunnokset lasketaan koordinaateittain. Esimerkiksi funktion

A1)

)= fzs(r)
1)
Laplace-muunnos on funktio
F(s)
F(s)= Fzz(s) _
F,(s)

Vektoriarvoisten funktioiden Laplace-muunnossddnnét ovat samanlaisia kuin skalaarifunktioi-
den muunnossddinnot, Ne seuraavat suoraan vastaavista skalaarisista muunnossiaiannoisti.

Esimerkiksi derivaatan Laplace-muunnos
A0 [sR6)-£04)] [FE)] [£0+)

): le(t) o SFz(S)"‘.fz(OH _ Fz.(s) B f2(0+) =SF(S)~f(O+)
70 Lr6-£09) m6l Loy

Johdetaan nyt tilaesityksen

£t
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x'(¢) = Ax{t)+ Bu(z)

{yo): ex()+ Du()”
siirtofunktio, kun alkutila

x(0)=0.
Laplace-muuntamalla differentiaaliyhtild, saadaan

sX(s) = AX(s)+ BU(s).
Tédm4 voidaan kirjoittaa muotoon (/ on yksikkématriisi)

(s~ 4)X(s)=BU(s),
josta tilan Laplace-muunnos voidaan ratkaista

X(s)= (s - 4)" BU(s).
Koska vastefunktion Laplace-muunnos on

Y(s)= cXx(s)+ DU(s),
saadaan

¥(s) = C(sI - )" BU(s)+ DU(s) = (C(sT - 4) B+ D)0 (s).
Siis jérjestelmén siirtofunktiolle saadaan esitys

H(s)=C(sI - 4)"B+D, *)
koska télloin

Y(s)= H(s)U(s)

Esitystéd (*) sanotaan-jérjestelméin siirtofunktioesitykseksi.

Siirtofunktio on rxm-matriisi, jonka alkiot ovat rationaalifunktioita. Koska

(s7-4)" = madj(sl ~4).

on siirtofunktion alkioiden
e osoittajan aste on pienempi kuin nimittdjén aste, jos matriisi D =0
¢ osoittajan aste on pienempi tai yht4 suuri kuin nimittdjan aste, jos matriisi D # 0

ESIMERKKEJA

1. Muodostetaan kappaleen 1.8.1 esimerkin 1 jérjestelmén siirtofunktioesitys (vrt. kappaleen
1.7.3 esimerkkiin 1; tissd kerroin a, =1).

Tilaesityksen matriisit ovat

A:[ 0 1 ] B:[b(j, C=[1 0], p=[o].

I

Téll6in

s -1
SI—A=[ }
a, s+a

ja
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det(s/ — A)=s5* +a,s+a,.

Siten
- 1
sI—A) =———adj(s] - 4
( ) det(sI—A) i )
s+a, 1
_ 1 sta, 1 _|$*rasta, sttasta
sS+as+a,| —a, s - a, s

sPtas+a, s*+as+a,

ja jarjestelmén siirtofunktio on

s+a 1
-1 s*+as+a, s*+as+a, |0
C(sI-4)'B+D=[l 0 1#7 % 27 % +[o]
—4 S b,
s*+as+a, s’ +as+a,
= by
s* +as+a,

. Muodostetaan kappaleen 1.8.1 esimerkin 2 jérjestelmén siirtofunktioesitys.

Tilaesityksen matriisit ovat

A=[~2 3}, B:[l _21} c=[t 1, p=[o 1].

3 -5 0
Nyt
SI_A{Hz ~3}
-3 s+5
ja
det(s/ — 4)=s5* +7s+1.
Siten
(s7 - )" = d—et(T}_—A)adj(sI —A)=
s+5 3
1 [‘H’S 3 }: sP4T7s+1 P4+ 7541
s +Ts+1| 3 s+2 3 s+2

sE+Ts+1 st +7s+1

ja jarjestelmén siirtofunktio on

s-+5 3
_ 2 2 1 -1
Clsf-4)'B+D=]t 1]* +g3+1 § jzg“{o 2}[0 1]

s +7s+1 s2+7s+1
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| s+8 s*+8s+3
sP47s+1 sP+Ts+1 |

1.8.3 Stabiilisuus
Kappaleen 1.7.4 mukaan tilaesityksens annettu jarjestelmé
{x’(t) = Ax(t)+ Buft)
y(t)= Cx(t)+ Dulz)’
on stabiili, jos jarjestelmén siirtofunktion
H(s)=C(sI - A)'B+D

napojen reaaliosat ovat negatiiviset. Kéanteismatriisi (SI - A)"1 on muotoa

(s7-4)" = adj(sI - 4).

1
det(sr — A)

Téstéd voidaan padtelld, ettd jérjestelmd on stabiili, jos matriisin 4 karakteristisen yhtdlén

det(s/ — 4)=0

juurien reaaliosat ovat negatiiviset eli kun matriisin A ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivi-

set. Talloin rajoitetulla herétteelld tila pysyy rajoitettuna.

ESIMERKKEJA

1. Médéritetdsn kappaleen 1.8.1 esimerkin 2 jarjestelmén stabiilisuus.

Matriisi 4 on

-2 3
A= .
3 =5
Témén ominaisarvot ovat karakteristisen yhtélon

det(sI — 4)=0
st +7s+1=0

juuret
s, =—0,145898...
s, =—06,8541...

Ném4 ovat negatiivisia lukuja, joten jérjestelm on stabiili.



z-muunnokset 61

2. DISKREETIT JARJESTELMAT JA Z-MUUNNOKSET

2.1 Diskreetti jdrjestelmé
211 Lukujono

Diskreetit jarjestelmét késittelevét lukujonoja. Aluksi esitetéddnkin joitain lukujonoihin liittyvid
késitteitd.

Lukujono x on jono lukuja, jotka on indeksoitu kokonaisluvuilla. Indeksijoukko voi olla kaikki
kokonaisluvut tai kokonaislukujen osavali. Lukujonon z:ttd alkiota merkitian x(n) tai x,. Usein

koko lukujonoa merkitisn lyhyesti x(r). Merkinnzss4 (x(n))f:'le ilmoitetaan indeksijoukon ala-

raja-N1 jayléraja N,.

ESIMERKKEJA

2 5

1. Lukujono (lj koostuu luvuista 1,
k=1

111
k 273747

Lukujono ((— 1)" n):;(, koostuu luvuista 0, —1, 2, —3, 4, ...

Yksikkoniytteelld eli yksikkonédytejonolle tarkoitetaan luku-
jonoa

{1, kunn =0 '

S(n) = . >
O,kunn -0 4 2 0 T2 3
Jokainen - lukujono x(n) voidaan -esittdd yksikkOnéytteiden

avulla muodossa (tarkista asial)

0

x(n) = Zx(k)&(k - n) (*)

k==

Yksikkoaskeleella tarkoitetaan lukujonoa

u(n):{l’ kun n =0

tp——————@

H @
Y 2
L@

0,kunn<0
Yksikkondytejono S(n) voidaan lausua yksikkoéaskeleen avulla
seuraavasti:
S(n) = u(n) —u(n—1)
Nollajonolla tarkoitetaan lukujonoa, jonka kaikki alkiot ovat
nollia:
b —— 64
Q(n) =0 kaikilla . 42 0 128

Lukujonoilla voidaan laskea samaan tapaan kuin koordinaattivektoreilla. Peruslaskutoimitukset
ovat seuraavat:

e Kahden lukujonon summa x+ y on lukujono z, missé z(n) = x(n)+ y(n) kaikilla n.
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e Vakion q ja lukujonon tulo a-x on lukujono z, missi z(n) = ax(n) kaikilla 7.

e Kahden lukujonon tulo x-y on lukujono z, missi z(n) = x(n y(n) kaikilla .

Lukujonoille voidaan mééritelld konvoluutiotulo, joka on tirkeimpi kuin edells esitetty alkioit-
tainen tulo:

Lukujonojen x ja y konvoluutiolla x* y tarkoitetaan lukujonoa, jonka 7:s alkio on

0

(*»)n)= X 2()y(n~ k)

k=-c0

Konvoluutio voidaan esittdd myds seuraavasti:

(x*y)n)= X x@)y()). (**)

i+ j=n
Edelld summeerataan yli kaikkien kokonaislukujen i ja j, joille
i+j=n.

Némi ovat ij-tasossa viereisen kuvan vinoja suoria.

Kayttamalla kaavaa (*) havaitaan, etts R
X=x*8 N \
Téamén mukaan yksikkondyte on konvoluutiotulon yksikksalkio.

Konvoluutiolla-on monet tavanomaiset tulon-ominaisuudet: -
o vaihdantalaki:
x*y=y*x
o [iitdntilaki:
(e y)rz=x*(y*z),
o osittelulaki:
x*(y+z)=x*y+x*z 3
Perustellaan ndmé.:
Vaihdantalaki seuraa heti yhtaldsta (**).
Liitdntélaki: Yhtdlod (**) kiyttden saadaan

(G y)*2)m)= 3 (e y)D:(k)= 3 [Zx(i)y(f)}(kF 25y (7)=(k)

I+k=n I+k=n\_i+ /=] i+ J+k=n
- S TH0H0)= T =62 )
i+l=n Jk=l i+l=n
josta liitdntélaki seuraa.
Osittelulaki: Harjoitustehtivi,
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HARJOITUSTEHTAVA

1. Totea, ettd kaava x(n)= ix(k)é(l —n) pétee.

k=—o0

2. Todista konvoluution osittelulaki.

2.1.2 Diskreetti jdrjestelma
Teknisissd jarjestelmissé kisiteltdvit signaalit jaetaan usein kahteen luokkaan:

e analogisella signaalilla tarkoitetaan signaalia, joka saa arvoja kaikilla ajanhetkillii.

o diskreetilléi signaalilla tarkoitetaan signaalia, joka saa arvoja tietyn aika-askelen viilein.
Yleisesti jérjestelmit luokitellaan vastaavasti?4

o analogisiin jérjestelmiin, joissa késitelld4n analogisia signaaleja.

o diskreetteihin jérjestelmiin, joissa késitelldfin diskreettejd signaaleja.

Diskreettejd signaaleja syntyy esimerkiksi, kun analogisia signaaleja diskrefoidaan: otetaan
analogisesta signaalista niytteité tietyin aikavilein.

Olkoon
x,(t), teR

analoginen signaali, josta otetaan néytteitd aika-askeleen T vilein. T4lloin syntyy diskreetti sig-
naali

¥

x(n)=x,(nT), neZ.

Signaali x on lukujono. Diskreetti signaali esitetdankin matemaattisesti /ukujonona.

0.8
0.4

03 4 X6 8 ®
) L B N
gi ¢¢¢ ¢¢.¢¢¢¢¢*¢¢ {?Q
0 2 4 5 B 10

Jirjestelmiilld tarkoitetaan sahkoistd tai mekaanista laitetta tai systeemid, jolla on tietty siséicin-
menosignaali (input) ja tietty ulostulosignaali (output). Jérjestelmd kuvataan usein mustana
laatikkona. (vrt. kappale 1.7.1)

24 On olemassa myds sekajirjestelmid, joissa osa on analogista ja osa diskreetti.
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x(n) ¥(n)
—_— —

Diskreetillii jérjestelmilli tarkoitetaan scicntod, joka kuvaa sisaanmenojonon2’ x(n) ulostulo-
jonoksi y(n). Jos titd stsntdd merkitddn kirjaimella P, voidaan t4mé esittdd seuraavasti:

y= P(x) .
Sisdinmenosignaalia sanotaan heritteeksi ja ulostulosignaalia vasteeksi. Vasteen alkio y(n)
riippuu yleensd koko herditteestd x, eik pelkéistizn alkiosta x().

ESIMERKKEJA

1. Puhdas viive. Puhdas viive on jérjestelmd, jossa signaaleja viivéstetddn arvon k verran: He-
rédtteen x vaste x, méifrdytyy seuraavasti: :

x,(n)=x(n-k).
2. Liukuva keskiarvo. Liukuvassa keskiarvossa vaste on heréitejonon liukuva keskiarvo. Jos
heriite on x, niin vaste on

my

Y= (k)

my +m, +1,25,

Muistittomassa jirjestelmiissii vasteen alkio y(n) riippuu vain herétteen alkiosta x(n)

ESIMERKKEJA
3. Jdrjestelmd, jossa heritteen x vaste y médrdytyy seuraavasti:
y(m) = x(n)

on muistiton jirjestelmd.

Jirjestelmd on kausaalinen, jos vasteen alkio y(n) riippuu vain heritteen arvoista x(k), k<n.
Kéytinnossd tim4 merkitsee sité, ettd jérjestelm ei reagoi ennen herétettd. Siten kaikki fysikaali-
set jarjestelmdt ovat kausaalisia.

Esimerkkeind olleista jérjestelmisté
¢ Puhdas viive on kausaalinen, jos viive £ 2 0.
e Liukuva keskiarvo on kausaalinen, jos m, >0 ja m, <0.

Jirjestelmid sanotaan aikainvariantiksi, jos heriitteen viive aiheuttaa saman viiveen vasteeseen:
jos y(n)= Plx(n)], niin y(n-k)= Plx(n—k)]

kaikilla luvuilla .

Kaikki edellisissd esimerkeissi esitetyt jirjestelmét ovat aikainvariantteja. (Tarkista asial)

25 Siswinmenosignaaleja ja ulostulosignaaleja voi olla enemminkin kuin yksi. Seuraavassa tarkastellaan p#fasiassa
skalaarijiirjestelmii, joissa sisddnmenojen ja ulostulojen lukumé##rd on yksi.
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3. Os01ta, ettd puhdas viive on a1ka1nvar1antt1 jérjestelmd.

4. Osoita, ettd liukuva keskiarvo on aikainvariantti jirjestelmé.
5. Esitd esimerkki jarjestelmistd, joka ei ole aikainvariantti.

2.1.3 Lineaarinen aikainvariantti jarjestelma
Jirjestelmd on lineaarinen, jos vaste riippuu lineaarisesti heratteesté (vrt. kappale 1.7.1)
P(klxl + szz): ?\‘lp(xl)-*- 7\,2P(x2)
kaikille heritteille x, ja x,, missd A, ja A, ovat vakioita. T4ém4 voidaan yleistdd mielivaltaisille
summille

n ]
P(Zxkka =Y A, Plx,),
k=1 k=1
missd x,,...,X, ovat heritteitd ja A ,...,A, ovat vakioita.

Erityisesti lineaarisille jarjestelmille nollaheritteen vaste on nolla:
P0)=0

Kappaleen 2.1.2 esimerkkien 1 ja 2 jérjestelmét ovat lineaarisia; esimerkin 3 on jirjestelmd epé-
lineaarinen (Totea ndma!).

Lineaarista aikainvarianttia jirjestelmis sanotaan lyhyesti LTI-jarjestelmiksi. Nimitys tulee
englannin kielen sanoista linear time-invariant. Tehdédin seuraava oletus:

Téstd lahtien tarkastellaan vain LTI-jarjestelmid.

Jarjestelman impulssivasteella / tarkoitetaan yksikkdndytejonon vastetta:
h=P[8].

Lyhyesti timd voidaan merkitd my6s seuraavasti:
H{n) = P[8(n)]

Aikainvariantille jarjestelmaélle
Wn—k)= P[3(n—k)]

jokaisella k.

Médritetddn nyt herétteen

xn)= 3 x()s(n - k)

k=~

vaste
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k=—o0

y(n)= P[ Zx(k)éi(n - k)}
Kayttamalld jarjestelmén lineaarisuutta ja aikainvarianssia hyviksi saadaan

W)= S (0P k)= > x(k )~ ).

k=—c0 k=-
Tama4 voidaan esittdd konvoluutiona:
y=x*h=h*x

Saatiin seuraava tulos:

LTI jérjestelmdn vaste y on impulssivasteen h ja herdtteen x konvoluutio
y=h*x

LTI-jérjestelmin vaste voidaan siis mééritt4s, kun tiedetdsn impulssivaste. Taten impulssivaste
kaiken siséltd4 kaiken tiedon jérjestelméstd.

Jos LTI-jérjestelmé on kausaalinen, niin herétteen x vaste

y<n>=<h*x><n>=k§h</c>x<n—k>

ei riipu arvoista x(n— k), kun k <0. Siten kertoimen h(k) on oltava nolla, kun £ < 0. Saadaan
seuraava ehto jirjestelmén kausaalisuudelle:

LTI-jirjestelmd on kausaalinen, jos ja vain jos impulssivasteelle 4 pitee h(n) =0, kunn <0.

Yleisesti lukujonoa x(n) sanotaan kausaaliseksi, jos x(n) =0, kun n < 0. Kausaalinen lukujono
voisi siis olla kausaalisen jérjestelmén impulssivaste.

6. Os01ta ettéd hneaarlsllla Jarjestelmﬂla nollaheratteen vaste on nolla.

7. Osoita, ettd puhdas viive on lineaarinen jirjestelmé.
8. Osoita, ettd liukuva keskiarvo on lineaarinen jirjestelma.

9. Osoita, ettd jérjestelma y(n) = x(n)2 ei ole lineaarinen.

10. M#dritd puhtaan viiveen impulssivaste.
11. Maérits liukuvan keskiarvon jérjestelmén

1 iy
y(n)~— ;;———;g‘i;ij:E:Jx(n'+'k),

2 1 k=m

missd m, < m,, impulssivaste.

2.1.4 Stabiilisuus

Stabiilisuus on tirked ja usein vilttdm#ton jirjestelmén ominaisuus. Jirjestelmén stabiilisuus
voidaan méiritelldin seuraavasti:

Lineaarinen jirjestelms on stabiili, jos rajoitetun herétteen vaste on rajoitettu.
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LTI-jérjestelmén stabiilisuus voidaan selvittdd impulssivasteen avulla:

Stabiilisuusehto: LTI-jédrjestelmé on stabiili, jos ja vain jos impulssivasteelle / pétee

3 [h(n) < o

n=—c0

Todistetaan tim4 tulos kahdessa vaiheessa:

=> Oletetaan, ettd S = Z{h(n){ < o0, Osoitetaan, etti jérjestelmé on stabiili.

n=—w

Olkoon herite rajoitettu: ‘x(nx < M kaikilla n. T4llin vasteelle pétee

() =[(n* x)n) = z W (o —k)’ < z (kYo - k) < M z () = 445 <o

Siis vaste on rajoitettu. Koska mielivaltaisen rajoitetun herétteen vaste on rajoitettu, on jirjestel-
mé stabiili.

<= Oletetaan, ettd jarjestelma on stabiili. Osoitetaan, ettd summa Z‘h(n){ <.

n=—w

Valitaan heritteeksi seuraava rajoitettu (miksi rajoitettu?) jono:

M kun A{—n) #
x(n) = ]h(—n)’l n) 0.

1, kun h(- n) =0

Miritetdin vaste indeksin arvolla 0.

$(0) = (1*2)0) = S hlM(-k)= 3.

k=—o0 k=—0

(k)

(k) = Z\h(ﬂ

=0

Koska jirjestelmi on stabiili on tdma4 d4rellinen. Siis summa Z‘h(n] <00,

n=—w

12. Onko puhdas viive stabiili jirjestelma?

13. Onko liukuva keskiarvo stabiili jarjestelma?

2.2 Differenssiyhtélot

2.21 Perusmairitelmia

Lineaarinen vakiokertoiminen kertalukua /N oleva differenssiyhtilé on muotoa
N
> a,y(n+k)=win) *)
k=0

oleva yhtdl6, missd

e luvut g, a,, ..., a, ovat vakioita, a, #0
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. w(n) on annettu lukujono.
Lukujono y(n) on differenssiyhtélén ratkaisu, jos se toteuttaa differenssiyhtélon kaikilla26
n=0,1,2,.... Voidaan olettaa, ettd lukujonon w(n) alkioille pétee: w(n) =0, kunn <0,
Arvoilla N =1 ja N =2 saadaan tist vastaavasti
e 1. kertaluvun differenssiyhtdlo
ay(n+1)+a,y(n) = win)
o 2. kertaluvun differenssiyhtdlo
a,y(n+2)+ a,y(n+1)+a,y(n) = w(n)
Kirjoitetaan yhtélo (*) muotoon

Nl
n+N = Z n+k w(n)’ (**)
k=0 a

N

jossa y(n +N ) on lausuttu arvojen
y(n), y(n+1), s y(n +N—1)

avulla.
Téstd ndhdédn, ettd jos ym arvoille y(O), y(l), e y(N - 1) on annettu mielivaltaiset arvot voidaan
yhtilostd (¥*) rekursiivisesti laskea ratkaisun arvot indeksistd N eteenpiin

YV), YN +1), (N +2), ...

Siten differenssiyhtélén alkuarvoprobleemalla, jossa on médritettdvd se ratkaisu, joka toteuttaa
alkuehdot

y(0)=y0, y(l)zyla e y(N_l):yN—l

on yksikdsitteinen ratkaisu.

ESIMERKKEJA
1. Erds pollolaji lisddntyy 2% vuodessa. Jos x(n) on polldjen médra n:n vuoden pédsts, niin
x(n+ l) = x(n)+ 0,02x(n) = 1,02x(n) .
Lukujono x(n) toteuttaa siis seuraavan differenssiyhtilon (n 2 0)
x(n+1)=1,02x(n).
Jotta x(l) olisi médritelty on tiedettévi x(O) eli pollojen médrd alkuhetkelld.
Tissd tapauksessa on helppo méérittédd yleinen kaava, jolla x(n) voidaan laskea.
2. Differentiaaliyhtilon diskretointi ja differenssiyhtilot.

Analogiset prosessit mallinnetaan usein differentiaaliyhtéléiden avulla. Téllaiset mallit on
diskretoitava, kun niitd halutaan késitelld osana diskreettié jarjestelméd. Kun differentiaaliyh-
t4l6 diskretoidaan, siitd syntyy differenssiyhtdlo.

Tarkastellaan esimerkiksi differentiaaliyhtalod

26 Tndeksijoukon alaraja voi olla muukin kuin nolla.
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dy
—+y=0.
i

Tiss4 esiintyvi tuntematon funktio y diskretoidaan kéyttien diskretointiaskelta T seuraavasti:
Madritelldén lukujono y, :

Y=Y (kT )
Derivaatta voidaan diskretoida erotusosamééralla:

dy(kT) _ YT +T)= y(kT) _ yp =2
dt T T
Pifdytidn seuraavaan differentiaaliyhtdlon diskretointiin:

Vit — Vi +y, =0

Téstd saadaan sieventdmalld differenssiyhtilo
Vi t (T - 1))’k =0
3. Fibonaccin?’ luvut mééritelldén seuraavasti:
¢ ensimméinen luku on 1
e toinen luku on 1

o sen jélkeen luku on kahden edellisen summa.

Luvut liittyviit seuraavaan ongelmaan, jota Fibonacci tutki vuoden 1200 tienoilla:

Hedelmillinen jdnispari.sijoitetaan aitaukseen..Kuinka .monta jénisparia.on vuoden lopussa, jos jénisten li-
siintyminen noudattaa seuraavia sdéntoja:

o Hedelmillinen jénispari tuottaa uuden jénisparin jokaisen kuukauden lopussa.

o Uusi pari tulee hedelmlliseksi yhdessd kuukaudessa

» Yksik#dn jénis ei kuole.

Jos n:tta Fibonaccin lukua merkitédén f (n) :1la, niin tdémi voidaan ilmaista seuraavasti:
=1
1@)=1
f)=fla=1)+fln-2) (n23)
Tiassd on kyseessé differenssiyhtild, jossa on kaksi alkuehtoa. Fibonacci-luvut on mééritty
rekursiivisesti: luku on lausuttu edellisten lukujen avulla.

Alkeellinen tapa laskea Fibonaccin lukuja on kéyttdd yo. méadritelmas. Talloin esim. luvun
£(1000) midrittamiseksi on ensin maarittavd kaikki edelliset 999 Fibonaccin lukua:

r@), 1), £B). ..., £(999).

Helpompi tapa laskea Fibonaccin lukuja on médrittédd yleinen kaava, josta luvut saadaan. Titd
ei 16ydd aivan yht4 helposti kuin esimerkissé 1.

27 Leonardo Fibonacei (n. 1180-1240), Leonardo Pisalainen, oli italialainen matemaatikko, jota voidaan pitad
Euroopan ensimméiseni matemaatikkona. Hén sai koulutuksensa Pohjois-Afrikassa. Fibonacci toi Eurooppaan ara-
bialaiset numerot ja niihin liittyvén positiojérjestelméfin perustuvan laskutavan,
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Differenssiyhtéld voidaan kirjoittaa myds muotoon
f+2)=flr+ )+ f(n)  (n20).

Muuttamalla indeksointia voidaan alkuarvoprobleema lausua muodossa
F(0)=1
F)=1
fm+2)= fla+ D)+ f(n)  (n20).

| HARJOITUSTEHTAVAT 2,

1. Miiritd kaava, josta esimerkin 1 pollojen médrd voidaan ylelsestl laskea.
2. Mairitd Fibonaccin lukujonon 20 ensimmadistd alkiota.

2.2.2 Differenssiyhtdlén ratkaiseminen

Tiss# kappaleessa esitetdin ratkaisumenetelmd, joka on saman tyyppinen kuin differentiaaliyht-
l6iden ratkaisumenetelmd. Lineaaristen differenssiyhtéloiden teoria onkin monessa suhteessa
samanlaista kuin lineaaristen differentiaaliyhtdloiden teoria. Lukijan kannattaa verrata seuraavas-
sa esitettivid teoriaa differentiaaliyhtiléiden teoriaan ja etsid ndistd samankaltaisuuksia.

Olecllinen ero niiden vililli on seuraava:

o Differentiaaliyhtiild koskee jollain reaaliakselin vélilld m#driteltyja funktioita. Sovelluk-
sissa differentiaaliyhtild liittyy ns. jatkuva-aikaisiin analogisiin jérjestelmiin

o Differenssiyhtilo koskee lukujonoja eli kokonaislukupisteissd mdédriteltyjd funktiota.
Sovelluksissa differenssiyhtil6 liittyy diskreettiaikaisiin digitaalisiin jérjestelmiin.
2.2.2.1 Kisitteistoi

Lineaarisen vakiokertoimisen kertalukua /V olevan differenssiyhtilon
N
Zaky(n + k) = w(n)
k=0

termid w(n) sanotaan ep#homogeeniseksi termiksi. Jos w(n)=0, sanotaan differenssiyhtdlod
homogeeniseksi, muuten tiydelliseksi.

Differenssiyhtdlon yleinen ratkaisu sisdltdd N oleellista toisistaan riippumatonta parametria,
joita yleensd merkitddn C,, C,, ..., C,, . Kiinnittdm#lld parametreille arvot saadaan differenssiyh-

talon yksityisratkaisu. Alkuarvoprobleeman ratkaisu ei sisélld madragmattomid parametreja.
Homogeenisen ja vastaavan tdydellisen yht4lon ratkaisuista voidaan todeta seuraavaa:
e Homogeenisella differenssiyhtdl6lld on aina ns. triviaaliratkaisu
x(n)=0 Vrn=0,1,2,...
e Jos x(n) ja y(n) ovat homogeenisen yhtilon ratkaisuja, niin lineaarinen yhdelma
ax(n) + by(n),

missé a ja b ovat lukuja, on myds homogeenisen yhtélén ratkaisu,
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o Jos y, (n), ¥, (n), v Yy (n) ovat homogeenisen yhtélén riippumattomia?8 ratkaisuja, niin

y(n) =Cy (n)'l' Gy, (”)"" e+ Cyyy (n)
on homogeenisen differenssiyhtilon yleinen ratkaisu.

o Jos y, (n) on téydellisen yhtdlon yksityisratkaisu ja y, (n) on vastaavan homogeenisen
differenssiyhtélon yleinen ratkaisu, niin

y(”) =Vu (”)+ Y (n)
on tidydellisen differenssiyhtilon yleinen ratkaisu.

ESIMERKKEJA

1. Homogeenisen yhtdlén
x(n + 2) - x(n + 1) - 6x(n) =0

yleinen ratkaisu on
x(n)=C3" +C,(-2)"
Asettamalla vaikkapa C; =2, C, =1 saadaan yksityisratkaisu
x(n)=2-3"+(-2)
2. Alkuarvoprobleeman

x(n+2)=x(n+1)-6x(n)=0 {x(o): 0

x(1)=1

ratkaisu on

o) =537 - (-2

2.2.2.2 1. kertaluvun homogeeninen differenssiyhtilo

1. kertaluvun vakiokertoiminen homogeeninen differenssiyhtdlé on muotoa
ax(n + 1) + bx(n) =0 *

oleva yht#lo, missé a ja b ovat vakioita, a # 0.

Merkitsemilld
b

P=——

a

voidaan tdm4 yht4ls kirjoittaa muotoon

x(n+1) = rx(n). (**)
Jos asetetaan

x0)=C

saadaan yhtdlod (**) kéyttéen

28pyutteellisten matematiikan tietojen takia titd ei voida esittds tasmillisesti.
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Téstd ndhdddn, ettd yleinen ratkaisu on
x(n)=Cr",
kun n=0, 1, 2, ... Yleisessd ratkaisussa esiintyvé luku r toteuttaa yhtdlon

ar+b=0.
T#t4 yhtdlod sanotaan differenssiyhtdlon (*) karakteristiseksi yhtiloksi.

ESIMERKKEJA

1. Ratkaistaan alkuarvoprobleema
2x(k+1)-3x(k)=0  x(0)=-4.

Karakteristinen yhtdlo on
2r-3=0.

. 3. . . . .
T#amén ratkaisu on » = =, joten differenssiyhtdlon yleinen ratkaisu on

(k)= c@]k :

Alkuehdosta saadaan
3 0
c@ 4t

Siis alkuarvoprobleeman ratkaisu on

(k)= —4[%jk

3. Et51 ylelset ratkalsut d1fferenss1yhta101lle
a) 3x(n + 1) - 4x( ) =0 b) Sx(n + 1) +4x(n)=0
4. Ratkaise alkuarvoprobleemat:
a) 3x(n+1)-4x(n)=0, x(0)=2  b) Sx(n+1)+4x(n)=0, x(0)=5

2.2.2.3 2. kertaluvun homogeeninen differenssivhtilo

2. kertaluvun vakiokertoiminen homogeeninen differenssiyhtdlé on muotoa
ax(n+2)+bx(n+1)+cx(n) = 0 *)

oleva yhtild, missd a, b ja c ovat reaalisia vakioita, a # 0.
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Yritetddn 16ytad samanlainen ratkaisu kuin 1. kertaluvun differenssiyhtélolle. Madratdaan vakio »
siten, ettd

x(n)=r"

toteuttaa differenssiyhtdlon (*). Sijoitetaan timé differenssiyhtéloon (*):

ar™? +br™ o =0 & p" (ar2 + br +c)= 0.

Téstd ndhdddn, ettd x(n) =r" on differenssiyhtdlén (*) ei-triviaali ratkaisu jos ja vain jos r toteut-
taa karakteristisen yhtilon

ar* +br+c=0.

Karakteristisen yhtélon juurien laadun mukaan paddytdén kolmeen eri tapaukseen:

1.

Karakteristisella yhtdl6114 on kaksi eri suurta reaalista juurta » ja r,.

Yleinen ratkaisu on

x(n) =C\n" +Cyry.

Karakteristisella yht4l6lld on reaalinen kaksoisjuuri 7.
Juuri 7 on téllsin

b
F=——,
2a
jolloin
2ar+b=0.

Osoitetaan, ettd
x(n) = nr"

on ratkaisu. Sijoitetaan tdmé yht4l66n:
a(n+2)r"? +b(n+1)r"" +cnr” =0
& nar"? + 2ar™? + nbr"™ + br"™ + ner” =0
=3 [n(ar2 +br+ c)+ r(2ar + b)] =0.

Viimeinen yhtlo pitee, silld » on karakteristisen yhtélon kaksoisjuuri. Yleinen ratkaisu on

x(n)=Cr" + Cynr"

Karakteristisella yhtdlolld on kaksi imaginaarista juurta 7, = o £3i.
Olkoon kompleksiluvun trigonometrinen esitysmuoto
K=a+pi= p(cos<p+isincp).
T4ll6in
r =p" (cos ne +isin n(p) =p" cosng+ip” sinng.
Koska x(n) =7 on yhtdlén ratkaisu, ovat sen reaali- ja imaginaariosat x(n) =p" cosng ja

x(n) =p" sinng yhtdlon ratkaisuja. Yleinen ratkaisu on

x(n) = C,p" cosnp + C,p" sinng
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Huomautus. Edellisissd yhtdl6issd esiintyvét p ja ¢ ovat xy-tason pisteen (oc, [3) napakoor-
dinaatit:
o =pCcosQ
{B =psing '
ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan differenssiyhtdlo
x(n+ 2) ~x(n+ 1) - 6x(n) =0
Karakteristisen yhtélon
P -r-6=0
juuret ovat
n=3 r=-2.
Siten yleinen ratkaisu on
x(n)=C3" +C,(-2).
2. Ratkaistaan alkuarvoprobleema
x(0) =
x(1)

5
g

Il

2x(n+2)-16x(n +1)+32x(n) = 0 {

Karakteristisella yhtaloll4
2r —16r+32=0
on kaksoisjuuri » = 4. Siten differenssiyhtélon yleinen ratkaisu on

x(n)=C4" +Cyn-4",
Alkuehdot:

x(0)=5 [C =5 C, =5
< &
x()=8 7 |4C, +4C, =8 " |C,=-3

Siis alkuarvoprobleeman ratkaisu on
x(n)=5-4"-3n.4"

3. Ratkaistaan differenssiyhtilo
x(n+2)—4x(n + 1)+ 5x(n)=0.

Karakteristisen yhtdlon

r’—4r+5=0
Jjuuret ovat kompleksiset
ho =2%i0.

Pisteen (2, 1) napakoordinaatit ovat p = 2,236, ¢ = 0,464 rad. Siten yleinen ratkaisu on
x(n) = C, - 2,236" c0s0,464n + C, - 2,236" sin 0,464n

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

..............................................................................
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Midritd yleiset ratkaisut differenssiyhtéloille

5 x(n+2)+2x( )—O

6 x(n+2) (n+1) (n)=0
7. x(n+2)—6x(n+1)+9x(n)=0
8. x(n+2)-8x(n+1)+15x(n)=0
9 x(n+2) 2x(n+1 +5x(n )=O

10. x(n+2)+3x(n+1)+2,25x(n) =

Ratkaise alkuarvoprobleemat:

11, x(n+2)+2x(n)=0, x(0)=1, x(1)=
)

12. x(n+2)—x(n+1)-2x(n)=0, x(0

13. x(n+2)—-6x(n+1)+9x(n)=0, x(0)=2, x(1)=0
14. x(n+2)—8x(n+1)+15x(n) =0, x(0)=2, x(1)=-1
15. x(n+2)—2x(n+1)+5x(n)=0, x(0)=3, x(1)=2
16. x(n+2)+3x(n+1)+2,25x(n) = 0, x(0) = -1, x(1) = -1

17. Médritd kaava, josta Fibonaccin luvut voidaan laskea.

2.2.2.4 Tiavydellinen differenssiyhtilo

Téydellisen differenssiyhtilon. yleinen ratkaisu on vastaavan homogeenisen yhtilon yleisen rat-
kaisun ja tdydellisen yhtdlon:yksityisratkaisun summa. Homogeenisen yhtdlon yleisen ratkaisun
médrittimistd on esitelty alemmissa kappaleissa. Tdssd kappaleessa esitetddn, kuinka téydellisen
eli epihomogeenisen yhtéilon yksityisratkaisu tietyssé tapauksessa 16ydetéén.

Tarkastellaan sellaista tapausta, jossa epdhomogeeninen termi on polynomi. T#ll6in differens-
siyhtdlo ratkaistaan sopivalla yritteelld, jonka kertoimet mddrditddn sijoittamalla tdydelliseen
differenssiyhtiloon.

Olkoon epihomogeeninen termi polynomi
b, =B,n? +Bynt e B,

Jos r =1 ei ole karakteristisen yhtdlon juuri, niin yrite on samanasteinen polynomi
x(1) = 7,17 +y, 0

Jos r =1 on karakteristisen yhtilon m-kertainen juuri, niin yrite on muotoa

x(n)=n" (yqn" +9,qn " +---+yo)

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan tdydellinen differenssiyhtéld
2x(n+ 1)—x(n)= n-2
Esitetd#n ratkaisu kolmessa vaiheessa:
(i) Homogeenisen yhtél6n yleinen ratkaisu

Vastaava homogeeninen yhtl6 on
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2x(n+1)-x(n)=0.

Témén karakteristinen yht4lé on

2r-1=0,
jonka ratkaisu on
1
r==.
2

%, (1) = c(lj" |

(i1) Taydellisen vhtilén yksityisratkaisu

Koska epihomogeeninen termi on 1. asteen polynomi, valitaan yritteeksi 1. asteen polynomi
x(n)=an+b.
Sijoitetaan tdmé4 tdydelliseen differenssiyhtdléon
2(a(n +1)+b)~(an + b) =n-2
< 2an+2a+2b-an-b=n-2
San+2a+b=n-2

Edellinen yht#ls on voimassa kaikilla n. Siten n:n potenssien kertoimien on oltava samat yh-
tilon molemmilla puolilla. Péaddytddn yhtalopariin

a=1 a=1
<
2a4+b=~2 b=-4
Siis differenssiyhtélon yksityisratkaisu on

x,(n):n~4

(i1i) Taydellisen yhtilon yvleinen ratkaisu

x(n) = x, (n)+x,(n) = C(%) +n—4
. Ratkaistaan tdydellinen differenssiyhtélo
x(n+2)—x(n+1)-6x(n)=n’.

(1) Homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu

Vastaava homogeeninen yhtél6 on
x(n +2)=x(n+1)-6x(n)=0

T4mén yleinen ratkaisu on mééritetty kappaleen 2.2.2.3 esimerkissé 1
x, (n)=C3" +C,(~2)".

(ii) Téydellisen yht#lon yksityisratkaisu

Koska epdhomogeeninen termi on 2. asteen polynomi, valitaan yritteeksi 2. asteen polynomi
x(n)=an® +bn+c.

Sijoitetaan tdm4 tdydelliseen differenssiyhtéloon
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a(m+2) +b(n+2)+c—a(n+1)° —b(n+1)~c~6(an2 +bn+c)= n’
& —6an® +(2a - 6b)n+3a+b~6¢c = n
Vertaamalla 7:n potensseja saadaan yhtdloryhma

1
a=——

—6a=1 6
20g~6b=0 S<b=—-—
3a+b—-6¢c=0

(iii) Taydellisen vht#ldn yleinen ratkaisu

Hn R 1
x(n)=x,(n)+x,(n)=C,3" +C,(~2) —Enz R

Miiritd yleiset ratkaisut differenssiyhtéloille
18. x(k+1)+3x(k) = 2k

19. 3x(k +1)—2x(k) =~k +5

20. x(k+2)-x(k +1)-2x(k) =1

21, x(k+2)—x(k +1)-2x(k) =k +2

22. x(k+2) - 6x(k +1)+9x(k) = k>

2.2.3 Ensimmadisen kertaluvun differenssiyhtdléryhma

1. kertaluvun differenssiyhtiléryhmi on muotoa

)’1(n+1): fl(nayl(n)>YZ(n)9~'-7yN(n))
)’2(” +1)= fz(”’%(n)’J’z(n)’”'ayN(n))

yN(”"'l):fN(”’J’H(n)’yz(n)w->J’N(”))

missé

YisYosees Yy

ovat tuntemattomia ratkaistavia lukujonoja.
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Differenssiyhtéloryhmén ratkaisu koostuu sellaisista lukujonoista, jotka toteuttavat differenssiyh-
taloryhmén kaikilla?® n =0, 1, 2, .... Differenssiyhtdléryhmén alkuarvoprobleemassa on 16ydet-

tdvi se ratkaisu, joka indeksin arvolla 0 toteuttaa alkuehdon

%(O):)A’l
yz(o):f’z
yN(O):)A)N

missd ,, 9,, ..., ¥y ovat annettuja lukuja. Alkuarvoprobleemalla on yksikésitteinen ratkaisu,
silld alkuarvoista 1&htien voidaan rekursiivisesti laskea ratkaisun arvot indeksien arvoilla 1, 2, 3,

Differenssiyhtaloryhmé voidaan esittdd vektorimuodossa
Y +1)= £, y(n),

missi y(n) on N-vektori ja f on funktio, jonka arvona on N-vektori. Alkuehto on t4ll6in muotoa
y (O) =Jos

missd y, on annettu N-vektori.

ESIMERKKEJA
1. Differenssiyhtéléryhmén alkuarvoprobleeman

{x(n +1) = —x(n) - 2y(n) {x(O) =3
Hn+1)=-3x(n) - 2)(n) »0)=2
ratkaisuja voidaan laskea rekursiivisesti:

{x(l)z x(0)-2y(0)=-3-2.2=-7

(1)=-3x(0)-2y(0)=-3-3-2.2=-13

{x(Z; x(1)-2y(1)=~(-7)-2-(~13)=33

(2)=-3x(1)-2y(1)=-3-(-7)-2-(~13) = 47

Myohemmm kappaleen 2.3.3 esimerkissé 3 todetaan, ratkaisu voidaan esittdd muodossa
x(n)=2-4"(-1)" +1
yn)=3-4"(-1)" -1

Kertalukua N oleva lineaarinen vakiokertoiminen differenssiyhtils
N
Z aky(n + k) = w(n) @)
k=0

missd a, # 0, voidaan muuntaa 1. kertaluvun differenssiyhtiléryhmdiksi seuraavasti:

29 Indeksijoukon alaraja voi olla muukin kuin nolla.
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1. Ratkaistaan y(n+N)

N-1
a win
y(n+N)= —~ y(n+k)+ ()
k=0aN Ay

2. Mdéiritellddn N lukujonoa
»(n)=y(n)
v,(n)=y(n+1)
\ J’3(n) = J’(” + 2)

J’N(n): J’(”"‘N"‘I)

3. Suoraan laskemalla todetaan, ettd ndm# lukujonot toteuttavat differenssiyhtdléryhmén
(yl(” + 1) =Y (n)

J/2(” + l) =Y; (n)

1) = =31 %y () 20)

k=l Gy Ay
Téma ryhmé on differenssiyhtélod (*) vastaava normaaliryhmi.
Lukujono y(n) = yl(n) on differenssiyhtdlon (*) ratkaisu, jos ja vain jos y, (n), Y, (n), s Vi (n)
on vastaavan normaaliryhmén ratkaisu.
Jos differenssiyhtéloon (*) liittyy alkuehto

y(o):yﬂ’y(l)zyla'-.,y(N"l):yN_l
niin vastaavan normaaliryhmén alkuehto on
M1 (0) =Y
Y2 (O) =N

Yn (0) =Yy

ESIMERKKEJA
1. Muunnetaan differenssiyhtalo

y(n+3)~5y(n+ 2)+ y(n+1)—2y(n)= n+2, y(O) =-1, y(l) =2, y(2) =4
normaaliryhmé#ksi.
(i) Ratkaistaan y(n + 3):
y(n+3)= 5y(n+2)—y(n+1)+ 2y(n)+n+2

(i) Médritellddn kolme lukujonoa
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(7:(n)= y(n)

<J’2(”):J’(”+1)

3(n)= y(n+2)

(iii) T&lldin

ryl(n"'l) y(n+1):y2(n)

<J’2(n+l)= y(n+2)= y,(n)

y,(n+1)= (n+3) 5y(n+2)-y(n+1)+2y(n)+n+2
= ( ) n)+2y1( )+n+2

josta saadaan normaaliryhmé

fJ’l(n + 1) =Y (n)

192(n+1)= ()

\J’3(n+l): 5y3(n)”y2(”)+2J’1(”)+n+2
Alkuehdot ovat

(1,(0)=1(0)=~1

3 J’2(0) = y(l) =2

23 Muunna d1fferenss1yhtalot normaahryhm1k31 S
a) y(n+2)-m(n+1)-3y(n)=n*+2, p(0)=-2, y(1)=3,
b) y(n + 3)— y(n + 2)— 3y(n) =sinn+mn, y(O) =-3, y(l) 2, y(Z) =0

2.2.4 Differenssiyhtédlén maiardama jarjestelma
Diskreetteji jarjestelmis voidaan usein esittéds differenssiyhtdloilla.

Tarkastellaan jérjestelméd, jonka herdtteend on lukujono x(n) Differenssiyhtéloesityksessd vas-
te y(n) on muotoa

iaky(nwc): ibkx(n-l-k) )
k=0 k=N,
olevan differenssiyhtélén ratkaisu. Differenssiyhtalossé
e N <N,<N
o a,#0
o by #0

Ehto N, <N on yhtipitdvd jirjestelmén kausaalisuuden kanssa, mikéd nihdéén kirjoittamalla
yhtél6 (*) muotoon
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& ak & bk
y(n+N)=-y & y(n+k)+ Z~—x(n+k),
k=0 Ay k=N, Ay

Kyseessd on kappaleessa 2.2.1 esitetyn muotoa

gaky(n + k) = w(n)

olevan differenssiyhtélon erikoistapaus, jossa
Ny
= > bx(n+k).
k=N,

Koska w(n)= 0, kun n <0, on jirkevi asettaa heritteclle x(n) vaatimus x(n)=0, kun n < N,

Lineaarisessa jdrjestelméssé 0-herdtteen vaste on 0. Jos haluamme, etti differenssiyhtdlon més-
rédm4 jirjestelmd on lineaarinen on meidén siten asetettava differenssiyht#lon alkuehdot nolliksi.

Voidaankin todeta:

Jos differenssiyhtélon
N N,
Z aky(n + k) = Zbkx(n +k)
k=0 k=N,

alkuehdot ovat nollia, on differenssiyhtélon médrddma diskreetti jérjestelms kausaalinen LTI-
jérjestelma.

2.2.5 Lohkokaavioesitys

Diskreettejd jérjestelmid esitetédén usein lohkokaaviona. Lohkokaavioesityksestd pasdytidn hel-
posti jdrjestelmén differenssiyhtiloesitykseen. Lohkokaavioissa kiytetésin seuraavia operaattorei-
ta:

e summain:

Xy (”’) \

@'—’ x1( )+x2( )

kiolla kertominen:
e vakiolla kertomine _">__, ax

o yksikkoviive:

x(n) —» D |—>» x(n-—l)

Esimerkit havainnollistavat asiaa.

ESIMERKKEJA
1. Madritd kuvan jérjestelmén differenssiyhtildesitys.
Suoraan kuvasta saadaan
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| Y(”) = x(n)+ y‘(n -1), x(n) >0 > (n)
Jjoka voidaan kirjoittaa muotoon
)= y(n—1)=x(n) D

Vaihtamalla »:n paikalla » + 1 saadaan yh-
tdl6 muotoon

y(n + l) - y(n) = x(n + 1)
2. Mdédritd kuvan jérjestelmén differenssiyhtéldesitys.

x(n) ¢ g% ¢ » y(n)

D D
, -
Y

D

!

Suoraan kuvasta saadaan
)= x(n) + 25~ 1)+ y(n —2) + % W -1),
josta voidaan kirjoittaa muotoon
)= $r=1)+ p(r=2) = 3(n) + 2x(-1)
Vaihtamalla 7:n paikalla n + 2 saadaan yht#lé muotoon

y(n+2)—% Yo+ 1)+ y(n) = x(n+ 2)+ 2x(n + 1)

T T T e

OITUSTEHTAVAT 2.2:

24, Médritd kuvan jérjestelmén dlfferens51yhta10651tys

x(n) > > ()

\f
I
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2.3 Z-muunnokset
2.3.1 Peruskisitteet

Tarkastellaan kausaalista lukujonoa x(n). Tallsin x(n)=0, kun 7 < 0. z-muunnos asettaa Jufku-
Jonoa vastaamaan kompleksimuuttujan funktion. Seuraavassa esitetifin médritelmat.

Lukujono x(r) on z-muuntuva, jos sarja
X(z)= Zx(n)z"” :
n=0
suppenee. Talloin
¢ sarjan summa X{(z) on lukujonon x(n) Z-muunnos3?
e lukujono x(n) on funktion X(z) z-kiiiinteismuunnos.

Jatkossa merkitdén lukujonoa aina pienelld kirjaimella ja sen z-muunnosta vastaavalla isolla
kirjaimella. Lukujono x(n) ja sen z-muunnos X(z) muodostavat z-muunnosparin, jolle kiyte-

tadn merkintds
x(n) X (z) tai X(z) <> x(n)
z-muunnokselle kdytetddn my6s merkintis
X(z) = Z[x(n)]
ESIMERKKEJA
1. Médritetddn lukujonon x(n) =1 kaikilla # z-muunnos.

Ratkaisu: z-muunnos on sarjan

N
Dz Elh s
prs z z° z

summa. Tdmé on geometrinen sarja, jonka ensimmdinen termi on @ =1 ja suhdeluku g =~ .
V4
Téten sarja suppenee, kun |g| <1 eli |2/ > 1 ja sarjan summa on

a 1 z

I-¢ |_ 1 z-1
z
Lukujonon z-muunnos on siis

X(z) =2
z-1
2.3.2 Laskusaidnnét ja laskukaavat

TyOskenneltdessd z-muunnoksilla joudutaan toistuvasti suorittamaan z-muunnoksia ja z-
kadnteismuunnoksia. Naitd ei kuitenkaan lasketa mé#ritelméiin perustuen, vaan seuraavilla ta-
voilla:

30 Tarkemmin: kyseessi on yksipuolinen z-muunnos.
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o Kiytetdfin muunnostaulukoita, joista loytyy tiettyjen perusfunktioiden z-muunnokset.
Muiden funktioiden z-muunnokset johdetaan niistd kiyttien z-muunnosten laskusddnto-
ja.

o Kiytetdéin tiefokoneohjelmia tai laskimia. Tilloinkin on syytd tuntea z-muunnosten perus-
ominaisuudet.

Tdssd kappaleessa esitetdéin yleisimmét laskusdénndt ja joidenkin perusfunktioiden z-
muunnokset,

Palautetaan ensiksi mieleen kaksi peruslukujonoa (ks. kappale 2.1.1):
Yksikkoniytteelld eli yksikkonédytejonolle tarkoitetaan lukujonoa

8(n)={1’ kun n =O'
0,kunn =0

Yksikkoaskeleella tarkoitetaan lukujonoa

()_ Lkunnz>0
= 0,kunn <0

Seuraavaan taulukkoon on koottu z-muunnossddntdjd.

No |Lukujono x(n) (z-muunnos X(z) Ehto Nimitys

SU | ax(n)+by(n) | aX(z)+bY(2) Lineaarisuus

S2 | x(n+k) 2¥ X (2) - x(0)z" - x(1)z* ——x(k -1z [k>0

8331 | x(n - ku(n—k) | z* X (z) k>0 |Siirto oikealla |

5S4 |a™ x(n) X(az) Potenssilla -
kertominen

S5 | nx(n) ~2X'(z)

S6 [ n* k k>0

n x(n) (__ zi) X()
dz

S7 | (x*y)n) X(2)r(z) Konvoluution

muunnos

Todistetaan joitain néistd z-muunnossdinnoisti:
Saantd 1; ax(n)+ by(n) < aX(z)+bY(z)
Koska

31 Kausaaliselle lukujonolle x(n - k)u(n - k) on sama kuin x(n - k)
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Y(z)=> y(n)™

on lukujonon (ax(n)+ by(n))”., z-muunnos

o0 o0

g(ax(n) +by(n)e™ = akz_; x(n)z™ + b; y(n)z™ = aX(z)+bY(z)
Saant6 2: x(n+ k) <> 2 X(z) - x(0)z* — x(1)z*" — -~ x(k ~1)z:

Lukujonon (x(n + k)):;o Z-muunnos on

_ (Zx(n) = 5(0)= 2{1)e e 2l — 1))
= 24 (X(2) - (0) - %(1)z™! =~ x(k = 1)z"¢)
=28 X(z) - x(0)z* — x(1)z*" =+~ x(k ~1)z

Y114 toinen lauseke on saatu vaihtamalla summeerausindeksiksi #:n sijasta #n—k .

Saantd 5: mx(n) <> ~2X"(z)
Sarja

X(z)= i x(n)z™

n=0

voidaan suppenemisalueessaan derivoida termeittdin:.
o0
X'(z)= -3 nx(n)z ™.
n=0
Téastd ndhddin, ettd

—zX'(z)= inx(n)z"” ,

n=0

josta sddntd seuraa.

Saanto 7 (x *y)n) > X (Z)Y (z)
Lukujonojen x ja y konvoluutio x* y on

n

Gy )n)= 2. xlkpln =)= Dliy())

Edelld summeerataan yli kaikkien 7 ja j, joille 0 <i,j <n.

Konvoluution z-muunnos
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S5 Sy

=0 =0 \_i+/j=n

Seuraavaan taulukkoon on koottu z-muunnoskaavoja. Taulukossa k on ei-negatiivinen kokonais-

luku, a, » > 0ja 0 ovat vakioita.

(50 S0 |- s

No |Lukujono x(n)

z-muunnos X(z)

K1 Lkunn=k 1
S(n—rk)= "
O,kunn+#k z
K2 a’ z
zZ—a
K3 . 0, kunn=0 1
a"'u(n-1)= 1
a" L, kunn=1 z—a
K4 |n z
(z-1)
K5 n2 2z
(z-1)
K6 7" cosnb Z(Z —rcos 9)
z% —2rzcos0 + r?
K7 | r"sinn® rzsin®

z% = 2rzcos0 + 7

Huom. Kaavojen K1 ja K2 erikoistapauksina saadaan yksikkondytteen ja yksikkoaskeleen z-

muunnokset:

S(n) <1

z-1

*)

Johdetaan joitain taulukon kaavoista.

Kaava 1: 8(n - k) > —17;
z
Suoraan &(n — k):n méaritelmésta saadaan

i S(n—k)z™" =z*

=0
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Kaava2: a" &
— Z-q

Kéyttamaélld geometrisen sarjan summan kaavaa saadaan

S oo _fa) 1z
Z
Kaava 3: a"'u(n—1) < !
z-a

Sédntod S3 ja kaavaa K2 kiyttden saadaan
a"u(n-1)<> z7 z 1
z—-a z-a

Kaava4d: n < G—il)?
Koska
n=n- u(n),

saadaan sddntod S5 ja kaavaa (*) kdyttden

1. Johda sdints S3.
2. Johda sdintd S4.
3. Johda sdinto S6.

2z

4. Johda kaavaa K5: n? <

2.3.3 Differenssiyhtdlén ratkaiseminen

z-muunnokset soveltuvat hyvin lineaaristen vakiokertoimisten differenssiyhtéldiden ja differens-
siyhtdléryhmien alkuarvoprobleemien ratkaisemiseen. Differenssiyhtiloiden ratkaiseminen pe-
rustuu z-muunnoksen lineaarisuuteen (S1) ja sdéntéon S2:

x(n+ k) 25 X(2)- x(0)z* - x()z*" - = x(k - 1)z

jonka erikoistapaukset ovat

x(n + 1) < 2X(z)- x(O)z
2(n+2) o 22X (z) - x(0)2% - x(1)z
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Tarkastellaan differenssiyhtfilon alkuarvotehtivii

S aey(n )= w(n), *)

9(0) =y, )= y1, .o YN =1) =y,

Ratkaisu muodostetaan seuraavasti:
1. z-muunnetaan yhtils (*) kdyttden z-muunnoksen sdéntdjé ja z-muunnoskaavoja.

2. Ratkaistaan syntyneestd 1. asteen yhtélosté ratkaisun z-muunnos ¥ (z)
3. z-kidinteismuunnetaan funktio ¥ (z)

Sopivaa matematiikkaohjelmaa kéytettiessid on késin laskettava ainoastaan kohdassa 1 differens-
siyhtdlén vasemman puolen z-muunnos sédntéd S2 kdyttden. Tamé séantd ottaa automaattisesti
huomioon alkuarvot. Lopun voi tehdd matematiikkaohjelmalla.

Differenssiyhtéléryhmien alkuarvoprobleeman ratkaisutekniikka on hyvin samanlainen.
Seuraavissa esimerkeissi on esitelty Maplen kéytt6d differenssiyhtdldiden ratkaisemisessa.

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan alkuarvoprobleema (vrt. kappaleen 2.2.2.3 esimerkki 2)

2y(n+2)-16y(n+1)+32y(n)= 0 {ig))):;

z-muunnetaan differenssiyhtdld késin:
2(z*Y —52% -82)~16(zY - 52)+32Y =0
Ratkaistaan téstd z-muunnos ¥ (Maplen komento solve):

>solve (2% (z72*Y~-5*%z/2-8%z) —-16% (z*Y~-5%z) +32*%Y=0,Y) ;
z(5z-32)

22-8z+16
Siis
5z° -32z
Yiz)= .
( ) 2> -8z+16
z-kddnteismuunnetaan tdméd (Maplen komento invztrans; % viittaa edelliseen tulokseen)

>invztrans(%,z,n);

54"-34"n
joten ratkaisu on
y(n)=5'4" —3n-4".
2. Ratkaistaan alkuarvoprobleema

x(n+2)+ 2x(n+1)——8x(n)= 2n* -n {
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z-muunnetaan differenssiyhtdlon vasen puoli késin:
2°X =3z" +z+2(zX -3z)-8X .
Seuraavassa on esitetty laskun jatko Maplea kéyttden.

Yht#lon oikean puolen z-muunnos (Maplen komento ztrans):

>ztrans (2*n*2-n,n,z);
z(z+1) z

(z=-1y (z-1)

Ratkaistaan differenssiyhtdlon z-muunnoksesta X:
> gsolve (2°2*X-3*2"2+2+2% (z*X-3*z) -8*%X=% X) ;
2(3z'-42°-624+132-2)
(z-1)Y(Z*+2z-8)

z-k#inteismuunnetaan X

>invztrans(%,z,n);
104 11 2 , 437 . 8.,
125 25" 73" t375 ()32

Siis ratkaisu on
x() 104 11 2 2+4_31(_1) 8

n4n +w2n
125 25 5 375 3

. Ratkaistaan differenssiyhtidléryhmén-alkuarvoprobleema (vrt. kappaleen 2.2.3 esimerkki 1)
{x(n + l) = *x(n) - 2y(n) : x(O) =3
y(n + 1) = —3x(n) -2 y(n) { y(O) =2
z-muunnetaan differenssiyhtdloryhma késin:
zZX -3z=-X-2Y
{zY—2z =-3X-2Y
Kéytetddn ratkaisussa Maplea.
Ratkaistaan X ja Y:
>eq:={z2*X-3%z=-X~2*%Y ,z*Y-2%z=-3%X-2%Y};
eq={zX-3z=-X-2Y,zY-2z=-3X-2Y}
>ratk:=solve(eq, {X,¥});

ratk = {X= z(2+32) y= z2(2z-17)

. ——4+z2+3z

z-kddnteismuuntamalla X ja Y saadaan ratkaisu (Maplen komento rhs antaa lausekkeen oike-
an puolen)

>invztrans (rhs (ratk[1l]) ,z,n);
2(-4)" +1

>invztrans (rhs (ratk[2]) ,z,n) ;
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3(-4)" -1
Siis ratkaisu on
{x:2-(—4)“ +1

y=3.(-4) -1

Differenssiyhtélé ratkaistaan siis z-muunnoksilla siten, ettd differenssiyhtdlo muunnetaan algeb-
ralliseksi yhtdloksi, josta mddritetddn ratkaisun z-muunnos. Saadun z-muunnoksen z-
kédnteismuunnos on differenssiyhtdlon ratkaisu. Vastaava koskee differenssiyhtiloryhmié.

5. z-muunna differenssiyhtalst
a) 3x(n+1)-4x(n)=0, x(0)=2 b)  Sx(n+1)+4x(n)=n, x(0)
6. z-muunna differenssiyhtalot
a) x(n+2)+2x(n)=0, x(0)= 1, x(1)=1

b) x(n+2)=x(n+1)-2 () x(0)= ()

i1
w

2.3.4 Siirtofunktio

Lineaarisen aikainvariantin jdrjestelmdn  siirtofunktiolla tarkoitetaan3? impulssivasteen z-
muunnosta. Jos jarjestelmén impulssivastetta merkitdin h(n), on jérjestelmén siirtofunktio siis

H(z) = Z[h(n)]

Olkoon jirjestelmén heréte x(n) ja vaste y(n) jandiden z-muunnokset vastaavasti X (z) jaY (z)
Vaste voidaan esittds impulssivasteen ja heritteen konvoluutiona

y(n) = (n* x)om).

Ottamalla tdstd z-muunnos saadaan (sdént6é S7)
Y(z) = H(Z)X(z).

Siis siirtofunktio on

eli siirtofunktio on jdrjestelmdn vasteen ja herdtteen z-muunnosten osamddrd.

Kun jérjestelmén siirtofunktio tunnetaan, niin vasteen z-muunnos voidaan laskea kertolaskulla
v(2)= H(:)x(2).

Siirtofunktio siséltdd informaation jirjestelmén ominaisuuksista. Jarjestelmén kayttdytymistd
voidaankin analysoida tutkimalla jarjestelmén siirtofunktiota.

32 Impulssivastetta on ksitelty kappaleessa 2.1.3
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Tarkastellaan differenssiyhtilémuodossa annettua LTI-j4rjestelmad. Jarjestelmalld on télloin esi-
tys

N N,
Z a,y(n+k)= Zbkx(n +k)
k=0 k=N,

jossa alkuehdot ovat nollia (sek4 y:1le etté x:lle, ks. kappale 2.2.4).
Koska alkuehdot ovat nollia, saadaan differenssiyhtélén z-muunnokseksi
N N,
Z 4,z (z) = Zbksz(z).
k=0 k=N,

Téstd saadaan jérjestelmén siirtofunktio

Zbkzk
O

Siirtofunktio H (z) on siis rationaalifunktio. Kausaalisuusehdon N, < N perusteella osoittajan
aste on pienempi tai yhtd suuri kuin nimittdjdn aste.

ESIMERKKEJA
1. Lineaarisen jirjestelmén impulssivaste on
Wn)=n*—n.

Médritd jarjestelmén askelvaste. .
Ratkaisu: Kéytetdin ratkaisussa Maplea.
Jarjestelmén siirtofunktio.on impulssivasteen z-muunnos H:

>H:=ztrans (n*2-n,n,z) ;
_z(z+1) z

(z-1) (z-1)*

Herétteend on nyt yksikkoaskel u(n), jonka z-muunnos U on (Maplessa yksikkoaskel on
Heaviside)
>U:=ztrans (Heaviside(n) ,n,z) ;

U= z

z—1

Siten vasteen z-muunnos on HU (Maplen komento simplify sieventis)

> gimplify (H*U) ;

Z2

2(Z~1)4

Témin z-kdinteismuunnos on

>invztrans(%,z,n);
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Siis askelvaste on

y(n)z—%n+%n3.

2. Tarkastellaan puhdasta viivertd, jossa viive on k > 0. Heréitteen x(n) vaste on tilloin
x,(n)=x(n—k)=uln-k)x(n-k),
missd u(¢) on yksikkoaskel.
Ségnnén S3 mukaan vasteen z-muunnos on
Xd(z): z“kX(z).

Viiveen siirtofunktio on siten

Xd(z) -k
H(z)z X(z) =z,

Tami on tietenkin impulssivasteen 8(71 - k) z-muunnos (K1)

Z[s(n-k)] = =~

2.3.5 Stabiilisuus

Lineaarisen aikainvariantin jérjestelmin stabiilisuus33 voidaan selvittd4 siirtofunktion avulla:

Lineaarinen aikainvariantti jérjestelmé on stabiili, jos ja vain jos siirtofunktion navat sijaitsevat
yksikkoympyrdn sisdpuolella.

Perustelu34: Siirtofunktio on impulssivasteen 4. z-muunnos:

H(z) =Y hn)"

=0

Tarkastellaan funktiota

G(z)= H(—i—j = ih(n)z" :

n=0
Todistetaan véite kahdessa osassa:
1) Stabiilisuus = Navat yksikkéympyrén sisdpuolella.
Jos jérjestelmi on stabiili, on kappaleen 2.1.4 stabiilisuusehdon mukaan

Sl <oo.
n=0
Siis potenssisarja

i h(n)z"

n=0

33 Stabiilisuutta on kisitelty kappaleessa 2.1.4
34 perustelu edellyttas analyyttisten funktioiden teorian tuntemista.
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suppenee arvolla z = 1. Sarjateorian mukaan potenssisarja suppenee kaikilla }zb <1. Siis funktio

G(z) on analyyttinen yksikkdympyrin sisdlld, joten sen navat ovat yksikkdympyrin ulkopuolel-

la. Téten siirtofunktion H (z) navat ovat yksikkdympyrin sisépuolella.

2) Navat yksikk6ympyrin sisdpuolella = Stabiilisuus.

Jos siirtofunktion H (z) navat ovat yksikkOympyrén sisdpuolella, on funktio G(z) analyyttinen
suljetussa yksikk6ympyrissd. Tdten sen potenssisarjakehitelmd suppenece itseisesti suljetussa

yksikkOympyrissi, erikoisesti pisteessd 1. Siis

g‘h(n)' <,

Aikaisemmin todetun stabiilisuusehdon mukaan jérjestelmd on stabiili.

ESIMERKKEJA

L.

Lineaarisen jérjestelmén siirtofunktio on
30z% +
H (z) = zZ vz .
42z° -7z -14
Selvitd jarjestelmén stabiilisuus.
Ratkaisu: Jirjestelmén navat ovat siirtofunktion nimittjén nollakohdat
1

4222—72—14=0c>zl=§ Z, = ——
2 2

Koska nollakohtien itseisarvot ovat pienempis kuin yksi, on jirjestelm stabiili,
Seuraavassa tehtéivi on ratkaistu Maplella (komento denom antaa lausekkeen nimittsjin):

>H := (30*%z72+4z) / (42%z*2-T*z~-14) ;
2
o= 3202 +z
42z° -7z~ 14
> solve (denom (H)=0, z) ;
2-1
32

Tarkistetaan jarjestelmén stabiilisuus laskemalla vield impulssivaste

>h:=invztrans (H,z,n) ;
n n

22 26

7 7

Koska (komento sum laskee summan)

>sum (2/7*(1/2) *n+3/7*(2/3) *n,n=0. .infinity) ;
13
7

on
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IO~
n=0 7

ja jérjestelmd on stabiili.

2.4 Dynaaminen lineaarinen jérjestelma

241 Tilaesitys

Tarkastellaan sddtotekniikassa esiintyvdd diskreettici monimuuttujajirjestelmdd, jossa herite ja
vaste voivat olla vektoreita. Kéytetdin samanlaisia merkintdjé kuin aikajatkuvaa monimuuttuja-
jarjestelméd késittelevéssd kappaleessa 1.8.1.

Diskreetin aikainvariantin lineaariseen jérjestelmén tilaesitys on
x(e+1) = Ax(k)+ Bu(k) .
{ w() = Cx(k)+ Dulk) ®)
missé
o x(k) e R" on jérjestelmén tila
o u(k)eR™ on heriite

o y(k)eR" on vaste.
Y114 vakiot 4, B, C ja D ovat matriiseja, joista 4 on neliomatriisi.
Tilaesityksessé
e differenssiyhtdlod
x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) (*%)
kuvaa jirjestelmén sisdistd dynamiikkaa.
¢ vastefunktio
y(k) = Cx(k)+ Du(k)
kuvaa vasteen p(k) riippuvuutta tilasta x(k) ja heritteestd u(k).
Yhtdlén (*) mukainen lineaarinen jarjestelms on kappaleen 2.1.3 mielessé lineaarinen, jos diffe-
rentiaaliyhtélén (**) alkutila on nolla: x(O) =0.
ESIMERKKEJA
2. Muodostetaan differenssiyhtdlon
y(n+3)—5y(n+2)+ y(n+1)——2y(n)= n+2
tilaesitys, kun herédtteeksi otetaan epdhomogeeninen termi x(n) =n+2.
Kappaleen 2.2.3 esimerkissd 2 on muodostettu differentiaaliyhtélod vastaava normaaliryhmd
J’1(n+1) = yz(n)
J’2(”+1):J’3(”) '
i+ 1)=5y,(n) -y, (n)+ 27, (n) +n +2

Téam4 voidaan kirjoittaa tilaesityksend seuraavasti:
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( y,(n+1) 0 1 0 yl(n) 0
y,(n+)|={0 0 1|y,(m)|+i0 [n+2]
y3(n+1) 2 -1 5 yg(i’l) 1

yl(n)

y=[ 0 0] »,()

V3 (”)
Tilaesityksen matriisit ovat siten
0 1 0 0
A=0 0 1|, B=|0|, C=]t 0 0], D=]0]
2 -1 5 1

2.4.2 Siirtofunktioesitys

Vektoriarvoisten lukujonojen z-muunnokset muodostetaan koordinaateittain samaan tyyliin kuin
vektoriarvoisten funktioiden Laplace-muunnokset. Muunnossddnnét ovat samanlaisia kuin ska-
laarifunktioiden muunnossddnnot.

Esimerkiksi
xl(k+1) ZX](Z)”xl(O)Z XI(Z) xl(o)

x(k + 1) - (k ¥ 1) > X, (Z) _ & (O)Z =z Xzz(z) | (0) z= zX(z) - x(O)Z

X, (k + 1) zX, (z) -X, (O)z X, (z) X, (0)

z-muuntamalla tilaesitys

{x(k +1)= Ax(k)+ Bu(k)

y(k) = Cx(k)+ Du(k)

jonka alkutila

x(0)=0,
saadaan jarjestelmén siirtofunktiolle esitys (vrt. kappale 1.8.2)

H(z)=C(zI - A)"'B+D.
T4t4 sanotaan jirjestelmén siirtofunktioesitykseksi.

Siirtofunktioesitys on rxm-matriisi, jonka alkiot ovat rationaalifunktioita, joiden osoittajan aste
on pienempi tai yhtd suuri kuin nimittdjén aste.

2.4.3 Stabiilisuus
Kappaleen 2.3.5 mukaan tilaesityksend annettu jérjestelméa
{x(k +1)= Ax(k)+ Bulk)
y(k) = Cx(k)+ Du(k)
on stabiili, jos jérjestelmén siirtofunktion
H(z)=C(zI-4)"'B+D
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navat sijaitsevat yksikk6ympyrén sisépuolella. Kuten Laplace-muunnosten yhteydessid (kappale
1.8.3), tim4 toteutuu, jos matriisin 4 karakteristisen yhtélon

det(z/ — 4)=0
juuret ovat itseisarvoltaan ykkostd pienempié eli jos matriisin A ominaisarvot ovat itseisarvol-
taan ykkostd pienempid. T#lloin rajoitetulla herdtteelld tila pysyy rajoitettuna.
ESIMERKKEJA
1. Masritetddn kappaleen 2.4.1 esimerkin 1 jérjestelmén stabiilisuus.
Matriisi 4 on

01 0
A=|10 0 1].
2 -1 5

Tamin ominaisarvot ovat karakteristisen yhtalon
det(zl — 4)=0
&2 =5x2+2z-2=0
juuret
z, ~ 4,87906...
z,, = 0,060471%0,637384i

Koska z, ei ole yksikkdympyrin sisélld, on jérjestelmd epéstabiili.
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3. FOURIER-SARJAT

3.1 Fourier-sarja

Tarkastellaan jaksollisia funktioita, joiden jakso on T. Vastaava kulmataajuus
_2n
=

jolloin

_2n

=

Helposti todetaan (ks. kappaleen 0.7 esimerkki 2), ettd vakiofunktiolla 1 ja trigonometrisilld
funktioilla cosw? ja sin ¢ on jaksona 7. Myds ndiden harmonisilla monikerroilla

T

cos2wt, cos3wt, cos4wt,...
ja
sin 2w¢, sin 3ot, sin 4wt,. ..
on jaksona 7. Funktioiden cosw? ja sin®f kulmataajuus on o. Ndiden harmonisten monikerto-
jen kulmataajuus on m:n monikerta.
Osoittautuu, ettd funktiot
1, cos w?, cos2w¢, cos 3w, cos4nt,...
sin w¢, sin 2m¢, sin 3w, sin 4wf,...

muodostavat niin tdydellisen funktiojoukon, ettd melkein kaikki jaksolliset funktiot, joiden jakso
on T, voidaan esittid niiden avulla #irettomini sarjoina. Néin paddytddn Fourier3s-sarjoihin,
joita kéytetddn jaksollisten funktioiden analysointiin ja késittelyyn. Tallaisia jaksollisia funktioita
syntyy mm. sdhkdisessd signaalien siirrossa ja vérihtelyissi.

3.1.1  Trigonometrinen muoto

Tarkastellaan jaksollista funktiota f; jonka on jakso T, jolloin vastaava kulmataajuus
_2m
=

Oletetaan, ettd funktio ftéyttdd Dirichlet’n3¢ ehdot:

Funktio on paloittain jatkuva ja suljetulla jaksovdilillid funktiolla on korkeintaan ddrellinen mdd-
rd ddriarvoja.

Dirichlet’n lauseen mukaan funktio /' voidaan esittd437 seuraavana Fourier-sarjana:

35 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) oli ranskalainen matemaatikko, joka tutki mm. limmén johtumista.
Hiin otti kilyttoon trigonometriset sarjat, joita nykyé#in kutsutaan Fourier-sarjoiksi,

36 peter L. Dirichlet (1805-1859) oli saksalainen matemaatikko, joka sovelsi funktioteoriaa lukuteoriaan. Hin ke-
hitti Fourier-sarjojen teoriaa ja esitti yleisen funktiokésitteen.

37 Kaavojen johto esitetty Liitteessa.
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%0— + Z a, coskot + b, sin kot),
k=1
miss#3®
10+T
=— jf (r)cos koot dt (k=0,1,2,...)
) to+T
b= [ £(e)sin kot dr (k=1,2,3,...)
fo

Tarkemmin: Funktion f

e jatkuvuuspisteissd ¢ sarjan summa on f (t) .

¢ cpijatkuvuuspisteissé ¢ sarjan summa on funktion f oikean- ja vasemmanpuoleisen raja-

arvon keskiarvo.

Fourier-sarjassa funktio jaetaan tavallaan eri taajuuskomponentteihin: Kertoimet a, ja b, kerto-
vat kuinka suuri paino kullakin taajuuskomponentilla on.
Myshemmin esitetddn Fourier-sarjalle muitakin esitysmuotoja. Edelld olevaa muotoa sanotaan
trigonometriseksi Fourier-sarjaksi.

. . . . . A . P
Trigonometrisen Fourier-sarjan vakiotermi# Y sanotaan funktion tasakomponentiksi, silld se

on T-jaksoisen funktion f keskiarvo < f > : Arvolla k= 0 edelld olevasta kaavasta saadaan

Y
—_— t)dt =
>~ =)
ESIMERKKEJA
1. Miéritd kuvan jaksollisen funktion ftrigonometrinen Fourier-satja.
A
— 1 ! A N
i ; I | | | |
1 [} 1 } | | >
1 2

Ratkaisu; Médritetdéin fin Fourier-sarjan kertoimet. Funktion jakson pituus 7' =2, jolloin

27 . .
o =— = 7. Valitaan kaavoissa 7, =0.

-

=1,2,3,...

w 'ﬂll\J

Arvoilla

38 Integroimisrajassa oleva luku #,, voi olla miké tahansa reaaliluku (ks. kappale 0.7)
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r 1 i
a, =2 [ £(0)coskotdt = = [oosknt ds = - sin bt = —(sin b —sin 0) = 0
T, 2; kro kn
T 1 t | k
bk=g.[f( sin kot dt = gJ.mk'm‘dt:—|Lcosknt——-~1~(1——c:osk’n):1 1)
T 27 0 km ke kn
Siis
2 2 2
by=—, b,=0, by=—, b,=0, by=—, ...
1 - 2 3 37'[ 4 5 57[

Funktion f'trigonometrinen Fourier-sarja on siis

f(t)=l+gsinnt+~2—sin3m+isin5m+--~
2 7 3r

5w
/\V/\V/\ 1 f\vnvf\ f\v/\vf\ 9
0.84
0.64
0.4
0.2
£ FANFAN FATAY Fay A 'y
7Y R VT 3V X 2

Oheisissa kuvissa on piirretty funktio ja sen trigonometrisen Fourier-sarjan osasummat

1 2., 2 . 2 .
— + —sin ©t +—sin 3wt + —sin St
T In 5
ja
l+%sir17rt+lsin3m+lsinSm‘%—---+isin21nt
2 T In 57 21n

. Md#ritd kuvan jaksollisen funktion g Fourier-sarja.
A

12 — —

I
]

a
|

P

=172
Ratkaisu: Kuvan funktio saadaan esimerkin 1 funktiosta f puolen yksikon siirrolla alaspéin.

Siis g=f 5 Kiyttden esimerkin 1 tulosta saadaan funktion g trigonometriseksi Fourier-
satjaksi

g(t)= f(t)—l:Esinnt+£sin3nt+—2~sin5m‘+---
2 = 3n 5
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Esimerkin 1 kuvissa tulee esille Gibbsin3? ilmio: Fourier-sarjan osasumma vérdhtelee epdjatku-
vuuskohdan ympéristdssd. Virshtelystd ei pétise eroon vaikka osasummaan otettaisiin enemmén
termejd. Seuraavassa on piirretty funktio ja Fourier-satjan osasumma

1 2., 2 . 2 . 2 .
~ +—=sinnt +—sin 3xt +—sin 5wt +- -+ ——sin 99nr .
T In 5T 997t

1 ;1‘!'"‘ iy

0.8
067
0.4

— " i . — . e I }
0.4 Aﬂ 0.4 0.8 1.2

1. M4éritd kuvan funktion trigonometrinen Fourier-satja.

A

v

-6 -3 2 1 2

2. Méiritd kuvan funktion trigonometrinen Fourier-satja.. .

I
nN
!
R
—
R N
38
A\

3.1.2 Parilliset ja parittomat funktiot

Edelli olleista esimerkeistd on kédynyt ilmi, ettéd funktion Fourier-sarjassa saattaa olla vain sini-
tai kosinitermejd. Tama4 liittyy funktioiden parillisuuteen ja parittomuuteen, jotka médritellddn
seuraavasti:

Funktio fon
e parillinen, jos f(-x)= f(x) kaikilla x.
o pariton, jos f(~x)=~f(x) kaikilla x.

Funktion parillisuus ja parittomuus nékyy funktion kuvaajassa seuraavasti:
e parillisen funktion kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen
e parittoman funktion kuvaaja on symmetrinen origon suhteen

39 Josiah Willard Gibbs (1839-1903) oli amerikkalainen fyysikko. Hént4 pidetidin nykyaikaisen termodynamiikan
perustajana.
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---—-9
~
-----9

Yleensi funktiot eivét ole kumpaakaan tyyppié, mutta

e Kkosini on parillinen funktio

e sini on pariton funktio.

Kosini ja sini muodostavat tietyssd mielessé jaksollisten parillisten ja parittomien funktioiden
perustan, Tamén johtamiseksi esitetdén seuraavassa joitain parillisuuteen ja parittomuuteen liit-
tyvid perustuloksia:

e parillisten funktioiden summa on parillinen.

e parittomien funktioiden summa on pariton.
Tuloista voidaan todeta seuraavaa:

e parillisten funktioiden tulo on parillinen

e parittomien funktioiden tulo on parillinen

e parillisen ja parittoman funktion tulo on pariton.
Jos funktio fon integroituva, niin

° j f (x)dx =2 j f (x)dx, jos fon parillinen
-a 0
. J.f(x)dx =0, jos fon pariton.

Soveltamalla yll4 esitettyjé tuloksia integraaleihin (kaavoissa ¢, = —g—)

lo+T

Jem— [ ™3

2
a = "[f(t)cos kot dt = T rf(t)cos kot dt
' I
r
2 to+T 2 2
b= Jf(t)sm kot dt = F_lf(t)sin koot df
2

pdéddytdén seuraavaan tuloksiin:
e Jos fon parillinen, on f (t)sin kot pariton, joten b, =0 kaikilla £.

e Jos fon pariton, on f (t)cos kot pariton, joten a, =0 kaikilla .

Siten
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e Parillisen funktion Fourier-sarjassa on vain kosinitermejé.

e Parittoman funktion Fourier-satjassa on sinitermejé.

Edelld vakiotermi kisitetdsn kosinitermiksi.

ESIMERKKEJA
1. Madritd kuvan jaksollisen funktion ftrigonometrinen Fourier-satja.
A
— 1 ATy T T
| E | i | | | |
) : | [} | : ] | : | >
~174 ~ T/4 T

Ratkaisu: Funktio on symmetrinen y-akselin suhteen, joten se on parillinen. Siten Fourier-

sarjassa on vain kosinitermejd. Mééritetéisin ndmé. Valitaan kaavassa £, = —5 .

T s
23 24 2 T
a, =— tdt == |Adt=—-A-—=4
T lf() T l T2
2 4
Kun k>0
T r T
2 4 Y
a, _2 J‘f( )coskcotdt—i?i J'Acoskmtdt—% | ~l—smk03t
T 5 Ty T rko
B T 4
ko T 24 2 |, koT
n—————s —— = —sin—
4 T ko
Koska oT =2m, on
a, = %smk—
kn 2
Siis
aI:% a2=0,a3=—%,a4=0,a5:%—4~,...
T 3n Sn

Funktion f'trigonometrinen Fourier-sarja on kosinisarja.

f(t): £+g£cosa)t—%cos3wt+2—40055mt—~--
2 0w In S

2n . e
Koska o = T voidaan tim4 kirjoittaa muodossa

v A 24 2n, 24 6m, 24 10=m
flt)= =+ "Zcos =t — S cos—f + = cos——t —+ -
2 m T 3m ' 5m T
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3. Tutki seuraavien funktioiden mahdollista parillisuutta tai parittomuutta.

a) f(x)=sinxcosx b) g(x)=sinx+1
¢) h(x)=cosx+1 d)  k(x)=sinx+cosx
e) I(x)=tan2x f)  m(x)=sin® x +cos3x
4. Oletetaan, ettd funktiot fja g ovat parillisia seké 4 ja k parittomia. Tutki funktioiden
a) Tulot

Ti(x) = f(x)g(x)
T, (x) = h(x)k(x)
L(x)= f(x)h(x)
b) Summat
S§;(x) = f(x)+g(x)
S, (x) =h(x)+k(x)
83(x) = f(x) +h(x)
mahdollista parillisuutta ja parittomuutta.
5. Olkoon f'integroituva funktio. Osoita
a) Jos fon parillinen, niin

[ () =2 [ £(x)as
b) Jos fon pariton, niin
aj Fx)dx =0

6. Mddritd kuvan funktion trigonometrinen Fourier-sarja.

1
i

T 7 ; |
-3;2-1;/) yza

3.1.3 Eksponenttimuoto

Sijoittamalla trigonometriseen Fourier-sarjaan
1. .
COSX = —(e”‘ +e ”‘)
2
. I
sin x = ——(e’x —e ”‘)
2

saadaan
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ft)="2+ i(ak cos kot + b, sin kot)

2 i3
Ay [ (ot | -kt Dk (et ket
=24 1™ e —[E|e™ e
o 3% )i )
_ &+i a, —ib, ool | a, +ib, ool
2 &l 2 2
Merkitddn
1 ,
G = E(ak ’bk)
1 _

C_k =—(ak +ib,)=c, .
2
Fourier-sarja tulee nyt muotoon

50: ki
- ikt
= ce .

k=~

Kertoimet ¢, (k > 0) voidaan laskea seuraavasti:

to+T 210+T
( If coslcmtdt—z— ff smkcotdt]

1 4T to+T
=— If )(coskoat—zsmkcot :__ J'f —zkm;dt

hy
Edelld viimeisessi vaiheessa on kéytetty Eulerln kaavaa4? (ks. kappale 0.3).

10+T 10+T

c., a_— jf Yoot dy = jf Je™ dt

T4mi kaava péitee my6s arvolla k= 0.

Saadaan seuraava Fourier-sarjan eksponenttimuoto:

Olkoon f Dirichlet’n ehdot tdyttévd jaksollinen funktio, jonka jakso on 7. Téll6in

o0
kot
= D,

k=—00
missi
tO+T
- J‘f —ikoot dt
Y1la

40 K ompleksilukuarvoisia funktioita integroidaan tavalliseen tapaan. Integraalin liittoluku on liittoluvun integraali.
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_2n
T
ESIMERKKEJA

. Méiritd kuvan jaksollisen funktion f Fourier-sarjan eksponenttimuoto. (Vrt. kappaleen 3.1.1
esimerkki 1)

>

A
i
1

2

Ratkaisu: Méiritetdsn fin Fourier-sarjan eksponenttimuodon kertoimet. Funktion jakson pi-

tuus 7" =2, jolloin @ = 2775 =m. Valitaan kaavassa ¢, = 0.

T 1
» 1 1 i
—tkwt —lkm —ifmt ~ikm
c, = dt = dt = =——oIe 1
Siis
0, kunk #0parillinen .
C, =3—1i .
—, kun £ pariton
krn
Siten
() Z i(2k-1)nt
L 2k - 1)
Tdmé voidaan kirjoittaa muotoon
f(t) — l _ l-(lemt + iei:&m + _Leism o |4 i[le—-int +Le—i3m + Le—iSnl +j
2 T 3n S5m b n 5w

Kiyttamélld Eulerin kaavoja havaitaan, ettd saadaan sama sarja kuin aiemmassa esimerkissi
(Tee tdmaé!)

. Osmta, ettd eksponenttlmuotmsen Fourier-sarjan kertoimet ovat parllhsen funktlon tapauk-
sessa reaalisia ja parittoman funktion tapauksessa puhtaasti imaginaarisia. (Vihje: kiytd Eule-
rin kaavaa.)

. Madritd kuvan funktion eksponenttimuotoinen Fourier-sarja.
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3.1.4 Vaihekulmamuoto

Fourier-sarjan eksponenttimuoto voidaan esitté4 seuraavasti:

[=e] o0 o0 —
. thot __ kot —ikaot § __ iko! koot
f(t)— che =c, +Z(cke +c_e )-co +Z(cke +ce )

k=0 k=1 k=1
hl :
=c,+2) Re(cke"“"’)
k=1
Jos merkitédn kompleksiluvun ¢, argumenttia

P, = arg(ck)’

on
¢, =|cile™.
Koska
Re(cke”‘“” ) = Rchk\e"("“””’k)) = lc,| cos(kat + ¢, )
on

ft)=c, +2§lck’cos(ka)t+(pk).

T4dmé4 on Fourier-sarjan vaihekulmamuoto.
3.2 Erityisaiheita

3.21 Jaksollisen funktion spektri

Fourier-sarjan avulla muodostetaan jaksolliselle funktiolle eli signaalille f (t) taajuusalue-esitys,

jota sanotaan funktion spektriksi. Tédhén kéytetd#n joko Fourier-satjan vaihekulmamuotoa tai
eksponenttimuotoa. Néistd

¢ vaihekulmamuoto antaa yksipuolisen esityksen: taajuus on ei-negatiivinen.

e cksponenttimuoto antaa kaksipuolisen esityksen: taajuus on seké positiivinen ettd negatii-
vinen.

Seuraavassa tarkastellaan Fourier-esityksen eksponenttimuotoa.
Olkoon f (t) funktio, jonka jaksona on 7. Eksponenttimuotoisessa Fourier-sarjassa
f(t) — cheikcol
funktio jaetaan eri taajuuskomponentteihin: Kerroin ¢, esittd4 kuinka suuri paino taajuuskom-

ponentilla £ on.
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Lukujonoa ¢, , k € Z sanotaan funktion f spektriksi. Koska luvut ¢, ovat kompleksilukuja, esi-
tetdéin spektri usein kahdessa osassa:

o amplitudispektri: ¢, |, k € Z
o vaihespektri: arg(c, ) ke Z
Vaihespektrissi arg(c, ):n arvot valitaan yleens vililtd [~ m, 7],
Koska ¢_, = E; ,on
el =led]
ja
arg(c_, )= —arg(c, ).
Siis puolet spektristd (indeksi & > 0) sis#ltéd kaiken tiedon funktiosta f.

ESIMERKKEJA
1. Muodosta kuvan funktion spektri.

A

>

1 2

Ratkaisu: Kappaleen:3.1.3 esimerkissd.1.on laskettu funktion eksponenttimuotoinen Fourier-
sarja:

u, kunk=0
2

¢, =140, kun £ parillinen, £ # 0

_—l, kun k& pariton
Lkr
Amplitudispektri:
al=3
2
0, kun £ parillinen, k = 0
lei| = L, kun £ pariton
|k i
Vaihespektri:

arg(co) =0
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T .
——, kun k£ > 0 pariton

arg(c, )=
g, kun k < 0 pariton

3.2.2 Parsevalin yhtald

Olkoon f funktio, jonka jakso on 7. Funktion fmelidlliselléi keskiarvolla tarkoitetaan integraalia

LT

1

2\ _ 1 2

(7)=7 lr&a
0

T#td kutsutaan signaalin keskimiédriiseksi tehoksi. Tdm4 johtuu siitd, ettd jos f (t) on virtapii-

rin 1shdejénnite tai virran voimakkuus, niin fin neli6llinen keskiarvo on suoraan verrannollinen

tehoon virtapiirissd.

Jos funktion f eksponenttimuotoinen Fourier-satja on

7)= ickeil«nt ,

k=—0
niin
foT w o fo+T 0 ©
(r*) =~;— | f(t)chkeik“’df = kZ Ck% [r@)etear = ]chak = kZ|Ck‘2
; ~ — ; - —

Koska

Cp =0y,
saadaan

2

ck

= 2 2 = 7~ 2 2 <
2leel =leol + 2 lel + 2ol =leo]” 23]
frm—co = =1 =l

Jos a, ja b, ovat trigonometrisen Fourier-sarjan kertoimet, niin (ks. kappale 3.1.3)

Q
<

Co =

(@, ~ib,).

Cp =

N = N

Téten

2 2 2
2 2 _ 4 N > a, +b,
2l = 2

Kootaan tulokset Parsevalin4! yhtaloksi:

2 2 2 a02 = ak2+bk2
(%)= 2l :TJ“Z—?“

f=—w k=1

Tissd esiintyvit sarjat suppenevat, joten termien raja-arvot ovat nollia (ks. kappale 0.6):

41 Marc-Antoine Parseval (1755-1836) oli ranskalainen matemaatikko.
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lime, =lima, =limd, =0.
k=0 k-0 k=0

Siis Fourier-sarjan kertoimet lihestyviit nollaa.
Koska Liitteen kaavoja kéyttden

(o+T
= I(ak cos kot + b, sin kot)’dt

fy

! 1 +T 1 +T 1T
=7 a; Icoszlcmtdt+2akbk J.coskcotsinkcothb,f J.sinzkoatdt

) ly ty

_ 1( 2T o2 & _ 1 2m af+bi _ai+by
0 T o 2 2

voidaan Parsevalin yht4l6 kirjoittaa seuraavasti:

Jaksollisen signaalin keskimidrdinen teho on signaalin harmonisten komponenttien keskimas-
rdisten tehojen summa.

Jos fon jinnite tai séhkévirran voimakkuus, niin

Fom = W =)

on fn tehollisarvo. Parsevalin yhtdlon nojalla:voidaan jaksollisen signaalin tehollisarvo méérit-
t44 Fourier-kertoimien avulla:

- 2 ao2 2 ak2 +bk2
f‘rm.\' = Z‘ck‘ = —+Z_ '
k=~ 4 k=1 2

Signaalin keskim#sriisen tehon jakautumista eri taajuuskomponenttien kesken voidaan havain-

nollistaa tehospektrillii, joka koostuu luvuista lc A 2

ESIMERKKEJA
1. Tarkastellaan signaalia
f(t)=]sind]. ™ e
Signaalin jakso on 7 = 7, jolloin |
27'5 . T T T T T T T T
w=—-=2. -4 t 4

T
Voidaan osoittaa, ettd signaalin eksponenttimuotoinen Fourier-sarja on

o0

z(—)‘z e
h=—c0 4/62 -1

Siten tehospektri koostuu luvuista

ol =t
¢ (4k2 - 1)2752 .

kot
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Signaalin keskiméérdinen teho

<f2>=%;[f(t)2dt=%1}sin2tdt:0,5.

0

Parsevalin lauseen mukaan

0 Ll 4 0 4
A=l =l +2Y e, =242y — T
)= 2l =l 2l =
Ottamalla vakiotermi ja sarjan ensimméinen termi saadaan
42t _ 049538,
i On
Siis vakiotermin ja ensimméisen harmonisen komponentin osalle on keskittynyt signaalin te-
hosta
0,493348 100% =~ 99%.
HARTOTTUSIEHIAVAT 32 s . s e

1. Madritd kappaleen 3.1.3 esimerkin 1 signaalin keskimé#driinen teho.
2. Médritd kappaleen 3.1.3 esimerkin 1 signaalin tehospekiri.

3. Kuinka monta prosenttia kappaleen 3.1.3 esimerkin 1 signaalin keskimé#risestd tehosta si-
séiltyy vakiokomponenttiin ja signaalin kahteen ensimmaiiseen nollasta poikkeavaan harmo-
niseen komponenttiin?
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4. FOURIER-MUUNNOKSET

4.1 Perusasioita

41.1 Maidritelma

Olkoon f(f) reaalimuuttujan ¢ reaaliarvoinen funktio. Funktion f(¢) Fourier-muunnoksella
tarkoitetaan reaalimuuttujan o kompleksiarvoista funktiota

F(o)= y F(e)edr.

Jatkossa oletetaan, ellei toisin mainita, ettd funktio ftoteuttaa Dirichlet’n ehdot:

o Funktio on paloittain jatkuva ja jokaisella suljetulla vililld funktiolla on korkeintaan ddirelli-
nen mddrd ddriarvoja.

. O]']f(t-)}dt <o

Tillsin funktiolla f(¢) on Fourier-muunnos F(w) olemassa.

Funktion f(¢) Fourier-muunnosta merkitaéin F[f(¢)]. Fourier-muunnoksen merkitsemiseen kéy-

tetddn myOs seuraavaa tapaa: muunnettavaa funktiota merkitéén pienelld kirjaimella ja sen Fou-
rier-muunnosta vastaavalla isolla kirjaimella.

Jos
Fo)=FLr())
niin merkitdédn
1) =Fr@)]
ja sanotaan, ettd f(¢) on funktion F(») Fourier-kifinteismuunnos.

Fourier-k#énteismuunnos voidaan laskea Fourier-integraalina:

76)= % [Flo)do.

Funktiot f(¢) ja sen Fourier-muunnos F(w) muodostavat Fourier-muunnosparin, jolle kiyte-
tddn merkintdd

7)o Flo) i Flo)o £().

Seuraavissa esimerkeissd kéytetidn yksikkoaskel-funktiota u:
0,kunt <0 A u(t)
u(t)=
Lkunt=0

—_

Hyppéys 0:sta ykkdseen tapahtuu siis hetkelld ¢ = 0. >

ESIMERKKEJA
1. Mééritd F [e"‘”u(t)], kun ¢>0.
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Ratkaisu: Lasketaan

F[e—at (t)] — J'u(t)e—ate—imtdt — J‘e—ale—iwtdt — Ie—(a+im)t dt
o0 0 0
— T___ 1 . e—(a+iw)1 =0+ 1 — = 1 .
0 a+io atio a+io
Siis
1
Fleu()]= ——.
[e u(t)] a+io

4.1.2 Fourier-muunnos ja Fourier-sarja

Fourier-muunnosta voidaan pitdd on jaksollisen funktion eksponenttimuotoisen Fourier-sarjan
laajennuksena jaksottomille funktioille. Tarkastellaan tétd kysymystd tarkemmin.

Olkoon £ reaaliakselilla madritelty funktio ja T'> 0. Otetaan funktiosta £ valilla [- gz} oleva
osa ja jatketaan ndin saatu funktio 7%n suuruisilla vaakasiirroilla 7-jaksoiseksi funktioksi f, .

A

T r
2 2
Vilin [— g, 5] leveyden T"kasvaessa rajatta 7-jaksoinen funktio f, léhestyy jaksotonta funktio-
ta fi
lim £,(r)= /() @
kaikilla z.

Funktion f, eksponenttimuotoinen Fourier-sarja on

0= Y™,

k=-w
missé
r r
¢, = 1 2[ frO)e™ dt = 1 zj flt)e™ dr.
T T T T
2 2

Y1l o = 27”  Merkitiin

2n

mk=kT

>
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jolloin kahden perékkdisen kulmataajuuden erotus ®,,, —®, on

_

Aw .
T

Merkitiin

Fo(w)= [£(H)e™d.

[

o[~

Talloin
1
¢ = T Fy (wk)

joten funktion f, eksponenttimuotoinen Fourier-sarja voidaan kirjoittaa muotoon

2 1 o 1 & ot 2
fT(t)z _Z”j?FT(mk)e v =£kZFT((Dk)ei ”7““

Koska Ao = ZT—R , saadaan

)= 5 2P (o)™ a0 @

Kun T — o, niin selviistikin
Fy (@)~ Flo)= I fe)e™ at
Summa

S Fy (0, )™ Ao

k=—w
on integraalin

_[FT ()e™ do

A4retdn Riemannin summa. Kun 7 — o, niin Ao — 0. Voidaan osoittaa, ettd Dirichlet’n ehto-
jen ollessa voimassa

k=—w0

lim 3" 7 (0, )™ Ao - —_fF(co)e"“”dw @3)

Otetaan nyt raja-arvo yhtdlon (2) molemmista puolista, kun 7" — oo, Kéyttdméilld hyvéksi raja-
arvoja (1) ja (3) paddytdédn Fourier-integraaliin

)= i [F(0)e™ do

missi
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Flo)= j Fl)edr.

41.3 Spektri
Integraali
HOE =S J.F (0)e™ do
2n
esittdd funktion f (t) jaon eri taajuuksille w. Kéytettéessd integraalin pienten differentiaalien mu-

F (oo)

kaista tulkintaa taajuuskomponentin ¢’ kerroin on wa . Taajuuden o vaikutus riippuu siis
T

. . . , . . . do
tdysin Fourier-muunnoksesta F ((D), joka on oikeastaan spektrin tiheys taajuuskaistaa df = py
T

kohden.
Fourier-muunnosta (o) sanotaan signaalin f(¢) spektriksi. Tim4 on kompleksiarvoinen funk-
tio. Spektri esitetdén usein esittimélld muuttujan o funktiona

o amplitudispektri |F(o)
o vaihespektri arg(F (0)))
Koska

FO)= [ = [7(ema= |70k ar=r(-a).

on amplitudispektri parillinen funktio
(- o) =|F(o)
ja vaihespektri pariton funktio
arg(F (— )=~ arg(F (0))) .
Tdmin mukaan jo puolet spektrists sisdltdd kaiken informaation funktiosta f (t)

ESIMERKKEJA
1. Muagritd £()=e ult), (a > 0) amplitudi ja vaihespekri.
Ratkaisu: Kappaleen 4.1.1 esimerkissé 1 laskettiin funktion Fourier-muunnos:

1
a+io

F(oa)z

Siten amplitudispektri on
1 1

F = =
Flo) a+io] Ja?rol

ja vaihespektri on

arg(F() = —arg(a+ i) = —arctan(g) |
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Oheisissa kuvissa ndméi on piirretty, kuna = 1.

4.2 Ominaisuudet

Kuten Laplace- ja z-muunnokset, méiritetdéin Fourier-muunnokset kdytdnnossd seuraavilla ta-
voilla:

o Kiytetdin muunnostaulukoita, joista 16ytyy perusfunktioiden Fourier-muunnokset. Mui-
den funktioiden Fourier-muunnokset johdetaan kéyttden Fourier-muunnosten laskusdcdn-
tojd.

o Kiytetdéin tietokoneohjelmia tai laskimia. Talloinkin on tunnettava Fourier-muunnosten
perusominaisuudet.

Tissd kappaleessa esitetddn yleisimmét laskusdénnét ja joidenkin perusfunktioiden Fourier-
muunnokset.

4.21 Laskusdannot

Seuraavaan taulukkoon on koottu Fourier-muunnosten laskusdéinnét. Taulukossa kirjaimet a ja b
ovat vakioita.

No |f(® F(w) Nimitys
S1 | af(t)+bgl) aF (0)+bG(o) Lineaarisuus
S2 | flar) 1 F( @ ) Skaalaus
o \a
83| fle-1,) e F (o) Aikaviive
S4 | e™ £(t) Flo-o,) Taajuusmodulaatio
S5 | f ’(t) ioF (0)) Derivaatan muunnos#?

Soveltamalla sidntéd S5 toistuvasti saadaan:

S0« (o) Flo)

Todistetaan joitain néistd sdénnoistd:
Sé#nto 1: Integraalin lineaarisuuden perusteella

o0

af (1) +bglt) & J (af (t) + bg(t))e ™ dt = aj f)e™™dt + bj[g(t)e“"“” dt = aF () +bG(0)

-0

S#intd 3: Kéyttimalld Fourier-kd4nteismuunnoksen laskentakaavaa saadaan

42 Derivaatan /' on toteutettava Dirichlet’n ehdot.
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w0

e-imlo F(O)) PN _1_ J‘e-imto F((D)e“’”dco — _l_ JF(m)eim(l—to)dm = f(t - tO)

2n 21

00 -

Saanto 4:

eimolf(l)(—? J'eicoolf( ) =il 1y '[f ~i(o-e )t ' dt = (0) 0)0)

-0

S44ntd 5. Voidaan osoittaa, ettd
fim )= i 7)<

Osittaisintegrointia kéyttien saadaan

o Oj'f’( e dt = | fl)e™ +io j 1) 1“”dt=ico°].f(t)e

Johdetaan lopuksi duaalisuusperiaate.

Olkoon
( ) F[f If -rmtdt
Tilloin
1 I i,
f(t)= —i;_iF(oa)e ‘do.
Siten

2 (- jF Je™ do = F[F ()]

T4t4 ominaisuutta sanotaan Fourier-muunnoksen duaalisuudeksi:

ol dt = o F (o)

Jos F (co) on funktion f (t) Fourier-muunnos, niin 2w/ (— (o) on funktion F (t) Fourier-muunnos:

FL/()]= Flo)= 21/ (- 0) =F[F ().

ESIMERKKEJA
1. Osoita, ettd jos
f(t) e Flo),
niin '

f{t)cosw t <> —;—F((o - (DO)+%F(CO +@,).
Ratkaisu: Fulerin kaavasta seuraa, etti
COsSm,t = %(e"“"” +e )

S#int6d S4 kiyttden saadaan
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f(t)cosmotzée’“"” f(t)+%e"’“’°’ f(t)H%F((o~(oo)+%F(m+wo)
2. Sovellus: Amplitudimodulaatio. Amplitudimodulaatiossa signaali f(¢) siirretdin modu-

loimalla kantoaallon
k(t) = cos o,
amplitudia signaalilla f (t) Moduloitu signaali on télloin
m(t)= f(t)cosw,t.
Jos signaalin f (t) Fourier-muunnos on F (oa), on esimerkin 1 mukaan moduloidun signaalin
Fourier-muunnos

M(w)(—)%F(m—coo)+%F(o)+coO).

Siis signaalin f (t) spektri siirtyy taajuuden o, ympéristoon.
A

f"\

1

/\ [\ X

—® l 0,

Kéyttamalli erilaisia kantoaallon taajuuksia o,, voidaan samaa siirtokanavaa pitkin siirtdd
samanaikaisesti useita eri signaaleja.

4.2,2 Funktioiden Fourier-muunnoksia

Tamén kappaleen esimerkeissd lasketaan joidenkin funktioiden Fourier-muunnoksia. Laskuissa
kdytetdin hyvaksi Fourier-muunnoksen méiritelméd ja Fourier-muunnossiéntojd.

Esimerkeissd kiiytetédn sinc-funktiota:

sint
. —,kunt#0
sinct =4 ¢
1 , kunt=0
Koska A \\ 7T /.v\\b .
. sin A5 D 5 5/ t b 15
fim 24 t=1, D23 \

=0 f
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on sinc-funktio jatkuva origossa ja siis kaikkialla.

ESIMERKKEJA

1.
malli.

Sakarapulssin Fourier-muunnos. Sakarapulssi on yleisesti kéytetty aikarajoitetun signaalin

Tarkastellaan kuvan mukaista symmetristd sakarapulssia, jonka korkeus on 4 ja leveys on t:

T
70)= Akun | < 2

0, muulloin

Jos w = 0, niin

f(t)]= jf (e dt = fAe""“’dt 4

2

4

—

| |

: :

' > !

T T

T _— —

T 1 e—icol 2
T i®
ot
2

= ALe 2 —e_szi{ZisinEDl:gé i
i i 2 ®
sin —
= Az
ot
2

Jos w =0, niin

el

[7(t)de =

-0

Adt = AT,

'_.N]d

FLA(#)]

A

Sakarapulssin Fourier-muunnos voidaan kirjoittaa sinc-funktion avulla seuraavasti:

FLf(t)]= 4 s1nc~2l

Oheisessa kuvassa on sakarapulssin amplitudispektri, kun 4=1ja t=1.

W

Mérit4 F[e"“"| ], kun a>0.

\/\f \gg’”‘aw

Ratkaisu: Fourier-muunnos voidaan méirittd4 suoraan integroimalla tai kéyttdmalld seuraa-

vaa yhtilod:
e = e u(t)+ e u(-1).
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Koska
-
on Sdinndn S2 perusteella

Fleu(-1)]=

a—Iio

a+l(D

Siis Fourier-muunnoksen lineaarisuuden perusteella

[—GM] = 220 2

a+zm a—zco a +ow

3. Muodosta oheisen kuvan mukaisen signaalin £(¢) Fourier-muunnos.
A
1 -+

172

Ratkaisu: Signaali f (t) voidaan esittdd symmetrisen sakarapulssin

(t) B Lkunt <1
E¥/= 0, muulloin

avulla seuraavasti:

1
fl)=58le=1)+g(t-5).
Esimerkin 1 mukaan (t=2)

F[g(t)] = 2sinc(0)).

Siten s#dntod S3 kéiyttden saadaan
Flr()] =+ [ (- D]+ Flg(t-5)]= %2e‘iwsinc(co)+ ¢ 2sinc(o)
:(—m dw%mc

4.3 Parsevalin yhtélo
Fourier-sarjojen yhteydessé johdettiin 7-jaksoiselle funktiolle f (t) Parsevalin yht4lo

b

l+1

—jf Pt = Z|ck

f=—co

b

jonka mukaan signaalin keskimddirdinen teho voidaan laskea signaalin spektristé.

Jaksottoman funktion tapauksessa keskiméérdisen tehon késite ei ole mielekds, jos signaali ei
hivid #érellisen vélin ulkopuolella, Tdmé johtuu siité, ettd nimittdjd tulee ddrettoméksi ja teho
nollaksi. Jaksottomien signaalien yhteydessy kéytetdénkin energian kisitettd, joka médritelldédn
yhtalolld
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E= [f@)dt.
Tarkastellaan nyt jaksotonta funktiota f (t) , joka toteuttaa Dirichlet’n ehdot ja jolle
j f (t)2 dt <o,
Kéyttdmalla kaavaa
)= [F(o)e™do
2n
saadaan

_"] 7P dt = j F(0)1()dt = I f(t)é%_?F(w)eim’dm = [ [F) O dodr

~ 0000

Vaihtamalla t4ssé integroimisjirjestys*> saadaan

j S = [ TF@)f @) drao = %_Q].F(co)j Fl)e dt do.

—00—00

Koska
F)= [£e)e™ar,

on
“ 2 1 “ 1 gy 2
_;[f(t) dt = Ep—iF(co)f‘@dw = _2_7;_£|F((D)1 do.

Niin on péddytty Parsevalin yht#iloon

j ff = 7o) do

—o0

Parsevalin yhtélon mukaan signaalin energia voidaan laskea amplitudispektristi
1 % 2
E=— |Flo) do.
L0

Funktio |F (03)‘2 kuvaa signaalin energian spektritiheytti. Sit4 sanotaan signaalin energia-

spektriksi. Signaalin energia taajuusvililla [— o, ,col] voidaan laskea integraalilla
1 2
E=—|Flo) do.
2n Jl ( )I

ESIMERKKEJA
1. Sakarapulssin energia. Tarkastellaan sakarapulssia

43 Voidaan osoittaa, etti integroimisjérjestyksen saa vaihtaa.
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(t)— Lkunt<1
EV)= 0, muulloin

Signaalin energia

E= wjg(t)zdt = ljldt =2,
-1

-0

Kappaleen 4.2.2 esimerkin 1 mukaan signaalin g(t) Fourier-muunnos on (7 =2)
G(o) = 2sinc(w).

Kuvassa on signaalin energiaspektri

Parsevalin yhtdlon mukaan my6s

0

1 2 2 “rsin’ o
%_ﬂG(W)I dco-;—:[ = do =2

Energiaspektrin péépulssi on vililld [— T, n]. T4mén taajuusvilin energia on

1" 2 2 fsin’o ,
Z_{'G(W)‘ dco__;:[ — do =1,8056,

joka on noin 90,28% koko signaalin energiasta.



122 Liitteet

LIUTTEET

1. Sinin ja kosinin integraaleja
Téassd liitteessd esitetdén joitain sinin ja kosinin integraaleja, joita tarvitaan Fourier-sarjan ker-

toimia médritettdessd. Integrointikaavat 1-2 saadaan suoraan laskemalla integraali. Integrointi-
kaavojen 3-5 johtamisessa voidaan kiytt44 seuraavia trigonometrian kaavoja:

sinxsiny = %[cos(x - y) - cos(x + y)]
COSXCOS Yy = %[cos(x —y)+cos(x+ y)|

sinxcos y = —;—[sin(x ~ y)+sin(x+y)]

Jos @ # 0 sekd k ja n ei-negatiivisia kokonaislukuja, niin

2n
@

1. J.sin koxdx =0

0

27

- 2%

e  kunk=0
2. 'fcosk(oxdx= o et

0 0, kunk=#0

27

T
) ) —, kunk=n#0
3, J.sm koxsinnoxdx =< @
0

0, kank#n tai k=n=0

,

i
—, kunk=n#0
2 ®

4, J.coskoaxcosnoaxdx = Zﬁ,kun k=n=0
o
0

0, kunk#n

2_1:
w

5. Icos koxsinnoxdx =0
0

2. Fourier-sarjan kertoimet

Olettaen, ettd sarja
flt)= %" + i(ak cos kot + b, sin kot)
k=i

voidaan integroida termeittéin, johdetaan kertoimien a,,a,,4a,,... ja b;,b,,... laskukaavat, Funk-
tion fjakso
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jolloin

Kerroin a,:

Kéyttden integraalikaavoja 1 ja 2 saadaan
T

T ©

[r@e)e= | [%" +>"(a, cos kot +b, sin kcot)}dt

0 0 k=1
2n 2n

T w | ®
= j%"dtwtz Iak cos kot dt + .[bk sin kot dt
0 0

0

Siis

2
a0=?

TJ- f(x)ax .

Kerroin a,, n>0:

Kertomalla lauseke cosnm/ summan siséén ja ottamalla integraali erikseen yhteenlaskettavista
saadaan

T T
.[f(t)cos notdt = J.{ﬁzo— + z (a, coskot +b, sin koat)} cosnmt dt

©
0 0 k=1

2n
[)

2n
Ta w o,
= J‘?O cosnot dt + Z jak cos kot cosnwt dt + Ibk sin kwt cos not dt
0 k=1] o 0

Kayttamailld integraalikaavoja 2, 4 ja 5 saadaan
" T T
J-f(t)cos notdt=—a, =—a,
; ® 2

Siis

a. =

n

f{t)cosnot dt .

~ o
o:._"‘*]

Kerroin b,, n>0:

Kertomalla lauseke sinnms summan sisddn ja ottamalla integraali erikseen yhteenlaskettavista
saadaan
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T T ©

. Cl . .
If(t)sm notdt = m2° + E a, cos kot + b, sin koot)] sinnwt dt
0 k=1

T o, ;ﬂ
= J'a? sin not dt + Z I cos kwt sin nwt drt + .[bk sin kot sin not dt
0 0 0
Kayttamalld integraalikaavoja 1, 3 ja 5 saadaan
g T T
[£@)sinnotdt="b, =-b,
; (0] 2
Siis

T
_[ sin nwt dr .
0

HIN
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